4443 a)k =-4

b k=1,5
Losning:
3P +k-(-3*-k-(-3)+9=0
12k =18
k=1,5

o) k=2 eller k=-1

d)k =3 eller k=4

4444 X* - 4x-11

4445 a)a = £2
Ledtrad:
Om x —a ar en faktor innebéar
detatt p(a) =0

b) For alla vérden pa a.

¢) Sadant varde pa a saknas.
Losning:
Inséttning av a ger:
2a°-6a*+ 4a® + 15 =
=0+15#0

Historik Relevans:
Carl Friedrich Gauss

1 Ekvationen har fem rotter.

2 vlm

3 Vihar ett polynom f(x) med
hogsta grad n.
Enligt algebrans fundamentalsats
finns det minst en rot x, till
fo=0
Enligt faktorsatsen ar (x-x,) en
faktor till f(x) s&
fO) = (c=x)g0d)
déar g(x) ar ett polynom med
hogsta grad n—1.
Resonemanget upprepas n

génger och vi har visat att det
finns exakt n rotter till f(x).

4449 Ekvationen har 30 rotter.

SVAR

4450 x, =1
Ledtrad:
Dividera polynomet med (x - 1).

xX,=-2 x,=-5

4451 x, =-5 x,=-i
Ledtrad:
Dividera polynomet med (x + 5).

X, =1

4452 x =2 x,=4i
Losning:
Ett nollstélle till far 2 vilket
innebar att f(x) innehaller
faktorn (x—2).
Polynomdivision hjilper oss att
faktorisera véinsterledet:
(x-2)6*+16) =0
Nollproduktsmetoden ger:
x-2=0 ©x=2
¥ +16=0 < x,=4i, x, =4

X, =41

4453 z =0
Ledtrad:
z(z>-4z+5)=0

z,=2+1 z,=2-1

4454 p(2-5i) =0
Ledtrad:
For polynom med reella
koefficienter &r icke-reella
rotter konjugerande par.

4455 a) 4 rotter

Motivering:
Ekvationen ar av fjarde
graden.

b)x, = 3i
x, =-31
x,=x,=1

4456 a)x = -1

bx, =-1 x,=i x,=-i

Ledtrad:

Faktorisera f(x) genom att
dividera f(x) med x + 1.

4457 -6i och 4 +1i
Ledtrad:
For polynom med reella
koefficienter ar icke-reella
rotter konjugerande par.

4458 Hon har ratt. Det finns
ytterligare tvé l6sningar:
x, =21 x,=-2L
Ledtrad:
Utfor polynomdivision med
c+3Dx-1)=x>+2x-3

4459 A Sant.

Motivering:
Tre rotter gor att polynomet
maste ha minst grad 3.

B Sant.
Motivering:
Om p(x) har reella
koefficienter méste z, = 2 + {
och Z, = —i ocksd vara rotter,
d.v.s. minst 5 rotter totalt.

C Sant.

D Falskt.
Motivering:
Pastdendet &r sant om p(x)
har reella koefficienter da
Z, = 2 + i ocksad maste vara
en rot.

4461 x, =3 x,=0,5 x,=-0,5i

4462 a = 7 gerlosningarna
x, =-1, X,, = —% 1=+ \/Ei)

4463 x,, = = 1,x,, =2 (3 £ 30)

4464 x =1 x,=-2 x,=3

2 3
4465 a)x, =2 x,=3 x,=4
bx =1 x2’3‘4=—1
4466 z,=1-i,z,= 1,2, =-1
4467 x, =a,x,=2b,x,=-3b
4468 z,=*V3L, 5, =-3 %1
4469 x, = -6

x,=3+1 x,=3-1

4502 a)C b) A 0B

4503 Losning:
42 ar delbart med 14 om det
finns ett heltal k sddant att

42=k-14
42=3-14
V.S.B.

4504 Losning:
5x-1=3x+ 7 och x =4 ger
VL=5-4-1=19
HL=3-4+7=19
VL = HL

V.S.B.
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4505 Losning:
Fran borjan:
Sidan a.
Arean A, = a’
Efter fordndring:
Sidan 2a.
Arean A, = (2a)* = 4d®

Arean ar fyra ganger sa stor.

V.S.B.

4506 Losning:

Det réacker att hitta ett exempel.
a’+b>=c’ocha=3,b=4,

c=>5ger

VL =3%+4*=25
HL=52=25

VL =HL

V.S.B.

4507 a) Losning:
VL =

=(@+b)?=(@+b)a+b =

=a*+ab+ba+b*=
=a?+ 2ab + b>*=HL
V.S.B.

b) Losning:
VL= (a + b)la-b) =
=a*-ab + ba-b*>=
= a?-b? = HL

V.S.B.

4508 a) Sant pastdende.

b) Inget pastdende eftersom det
varken ar sant eller falskt.

¢) Sant pastéende.
d) Falskt pastéende.

4509 Losning:

Frén borjan:

Téljaren a och ndmnaren b.

Kvoten = a
b

Efter fordndring:

Téljaren 1,2a och ndmnaren

0,8b.

Kvoten = L2a 1,52
0,8b b

Kvoten har 6kat med 50 %.

V.S.B.
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4510 Losning:

4513

4514

Det rdcker att visa att det
finns ett tvasiffrigt tal som
pastdendet stammer for.

Provning ger:
x=10ger4-x+ 12 = 52.
Ej ett kvadrattal.
x=11ger4-x+ 12 = 56.
Ej ett kvadrattal.
x=12ger4-x+ 12 = 60.
Ej ett kvadrattal.
x=13ger4-x+ 12 = 64.
Ett kvadrattal.

V.S.B.

a)=>
Motivering:
x> 0 medfor att x> 0.
Omvéndningen galler inte
eftersom x> > 0 ocksé kan
medféra att x < 0
tex. 9 = (-3)?
b) <
Motivering:
narudda = n =2k + 1 och
n =2k +1 = nérudda.
o=
Motivering:
y=x+ 2 medfor y’' = 1.
Omvéndningen galler inte.
Det finns flera funktioner
vars derivata ar 1.
Tex. y=x+1.
de
Motivering:
lgx =2 = x =100 och
x=100 = Ilgx=2

A3x+7=x+1=
2x=-6 => x=-3

bx=-3 = 2x=-6 =
3x=x-6 =>3x+7=x+1

c) Ja.
3x+7=x+1 x=-3

4515 a) Ettjamnt tal: 2n (n heltal)

4516

4517

4518

Ett udda tal: 2k + 1 (k heltal)
Summan av ett udda och ett
jamnt tal dr ett udda tal.

Bevis:
2n+2k+1=2n+k)+1=
=2m+1

(m ar ett heltal eftersom

n och k &r heltal)

Summan ar ett udda tal.

V.S.B.

b) Tva udda tal:
2n+ 1 och 2k +1
(n och k &r heltal)
Produkten av tva udda heltal
ar udda.

Bevis:

@Gn+1DRk+1 =
=4nk+2n+2k+1=
=2@2nk+n+k)+1
=2p+1 (p=2nk+n+k
Produkten &r ett udda tal.

V.S.B.

a) Pastdendet ar sant.
Bevis:
n+n+1D+n+2)=
=3n+3=3n+1)

3(n + 1) ar delbart med 3.

b) Pastaendet ar falskt.
Motexempel:
2+3+4=9

9 ar inte delbart med 6.

Sant.

Motivering:

Symbolerna betyder

”P medfor Q som medfor R”
P medfor alltsa R.

A+ B+ C=180°
(vinkelsumma)

A+ B+ 90° = 180°
A+ B=90°

sin(A + B) =sin90° =1

SVAR



4519 a) Triangeltal: n(n + 1)/2

Kvadrattal: n®

b) Slutsats: Summan av tva pa
varandra foljande triangeltal
r ett kvadrattal.

c) Losning:

Summan av tvd pa varandra
foljande triangeltal:

(n-Dn : nn+1) _
2 2

n*-n+n’*+n
- 2
Summan ar ett kvadrattal.
V.S.B.

=27n2 = n?
2

4520 Hon har ratt.

Losning:
Omn &r ett jamnt tal: n = 2k,
dér k ar ett heltal.

Uttrycket kan skrivas:
@k)3?+7-2k+12 =
=4k? + 14k + 12 =
=2(2k* + 7k + 6)

Det sista uttrycket dr ett jimnt
tal eftersom det innehéller
faktorn 2.

Om n ar ett udda tal: 2m + 1,
ddr m ar ett heltal.

Uttrycket kan skrivas:
Cm+1)2+7Cm+1)+12=
=4m*+4m+ 1+ 14m +
+74+12=4m?*+ 18m + 20 =
=2(2m? + 9k + 10)

Det sista uttrycket ar ett jaimnt
tal eftersom det innehaller
faktorn 2.

Omn=20

Uttrycket har vardet 12 som ar
ettjamnt tal.

4521 a) Losning:
B

SVAR

c A
b

Om triangeln ar ratvinklig
ger cosinussatsen att
c2=a%*+b*-2abcosC =
=a?+ b?>-2ab cos 90° =
=a?+b?

V.S.B.

4522

4523

4524

4527

b) Lésning:
B

c A
b

Om Pythagoras sats ar
uppfylld, d.v.s. ¢? = a? + b?,
ger cosinussatsen
c¢2=a?+b?>-2abcosC

att cosC=0

dv.s. C=90°

V.S.B.
Losning:
n, m heltal ger produkten:
2n-2m+1D=2-2-n(n+1) =
=2:2-2'm
Den sista likheten motiveras av

attantingen n eller (n + 1) ar
ettjamnt tal.

8m ar delbart med 8.
V.S.B.

I'sista steget dividerar vi med
a+b-c=0.

Division med noll ar inte
definierat.

Bevis:

n*-n=nn?*-1) =
=nn-1Dn+1)

Uttrycket kan skrivas som en
produkt av tre pa varandra
foljande heltal, varav ett méste
vara delbart med tre och dérfor
hela uttrycket.

(Ar n =0, ar uttryckets virde
noll vilket ar delbart med tre.)

V.S.B.

a) inte P:n 4rudda.
b)inte P:x +y <4
¢)inte P:x # 2

d)inte P:Ingetbarn dren
flicka.

e) inte P: Minst en ko kan inte
flyga.

4528 a)x>8 = 0,5x+2>6

b)x > 8 Multiplicera bada
leden med 0,5.

0,5x > 4 Addera 2 till badda
leden.

0,5x+2>6
V.S.B.

4529 a) Det 4r sommar vilket medfér

att vi spelar fotboll.

b) Vi spelar inte fotboll vilket
medfor att det inte ar
sommar.

4530 Losning:

4531

P: x ar ett heltal
Q: 2x -5 kan inte ha viardet 6

ViskavisaP = Q men visar
istillet (inte Q) = (inte P)
2x -5 har vardet 6.
2x-5=6

2x =11

x=15,5

x ar inte ett heltal.

V.S.B.

a) Losning:
VL =
=(@-b3*= (a-b)(a-b) =
=a’-ab-ba + b=
=a*-2ab + b*>=HL
V.S.B.

b) Losning:
VL =
=(a-b)’=
=(a-b)(a-b)(a-b)=
= (a*-2ab + b»)(@-b) =
=a®-a?b-2a*b + 2ab* +
+ ab?2-b> =
= a®-3a?b + 3ab?>-b*> = HL
V.S.B.
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4532 Losning:

Det ricker att hitta ett
motexempel fOr att visa att
péstdendet ar falskt. Vi testar
darfor ndgra udda tal.

n=1ger 4n-1=3.

Ett primtal.
n=3 ger 4n-1=11.
Ett primtal.
n=>5 ger 4n-1=19.
Ett primtal.

n=7 ger 4n-1=27.
Inte ett primtal!
Pastdendet ar alltsa falskt.

V.S.B.

4533 Losning:

Det rdcker att hitta ett exempel
pa tredjegradsekvationer som
har tre negativa heltalsrotter for
att pastéendet ska vara sant.
Till exempel har ekvationen
x+Dx+2)x+3)=0
18sningarna x, = -1,x, = -2
ochx, =-3.

V.S.B.

4534 Losning:

P:3n + 2 drudda
Q:ndrudda

ViskavisaP = Q men visar
istélletn arjamnt = 3n + 2
arjamnt.

n ar jaimnt och kan skrivas 2k,
dér k &r ett heltal.

3n+2=3-2k+2=23Bk+1)

2(3k + 1) ar ett jamnt tal
eftersom det innehaller
faktorn 2.

V.S.B.

4535 Nir man ska bevisa att ett

pastdende &r sant antar man
istéllet att det ar falskt och
visar att det leder till en
motsagelse.

4536

4537

4538

Antagande: P
Slutsats: Q

L ett direkt bevis visar man att
P = Q genom att utgd fran P
och visa att slutsatsen Q r sann.

I ett indirekt bevis visar man
att P = Q genom att i stéllet
visa att (inte Q) = (inte P).

a) Om tvé positiva reella tal
bada ar mindre an eller
lika med 10 medfor det att
produkten av dessa dr mindre
an eller lika med 100.

b) (inte Q): 0 < x < 10 och
0<y<10
(inte P): xy < 100
)0<x<100ch0<y<10 =
xy < 100
Vi har ddrmed bevisat att
xy > 100 = x > 10 eller
y>10

a) Losning:
P:ab<0
Q: a eller b &r negativ
Viska visa = men visar
istéllet (inte Q) = (inte P)
Om béde a och b positiva
eller bada 4r negativa
kommer produkten att vara
positiv,
d.v.s.ab > 0.
V.S.B.

b) Losning:
P:x*=x
Q:x=20
ViskavisaP = Q men visar
istéllet (inte Q) = (inte P)
Inte Q:x <0
Inte P: x? # x
Om x < 0éarx?>0.
Alltsé méste x* # x.

V.S.B.

4539 a) Losning:

P:7a + 1 arett jamnt tal
Q: a ar ett udda tal
Viskavisa P = Q men visar
istédllet (inte Q) = (inte P)
a ar ett jamnt tal
a = 2n, dar n ar ett heltal
7-2n+ 1= 14n + 1 vilket ar
udda eftersom n ar ett heltal.
V.S.B.

b) Losning:
P:a?-2a + 7 ar ett jamnt tal
Q: a dr ett udda tal
Viskavisa P = Q men visar
istallet (inte Q) = (inte P)
a ar ett jamnt tal
a = 2n, dar n ar ett heltal
2n)*-2-2n+7=
=4n*-4n+6+1=
=22n*-2n+3)+1=
=2k+1

vilket dr udda eftersom k ar
ett heltal.

V.S.B.

4540 Losning:

c

A B
c

P: Triangeln ar réatvinklig
Q:a?=b>+¢?

(inte P): Triangeln &r inte
ratvinklig

(inte Q): a* # b + ¢?

Visar satsen indirekt, d.v.s. att
(inte Q) = (inte P).
Cosinussatsen géller for alla
trianglar, d.v.s.

a? = b% + c*-2bc cosA.

Om a? # b? + ¢? ger det att
2bc cos A # 0 vilket medfor att
A # 90° eftersom cos 90° = 0,
d.v.s. triangeln dr inte
ratvinklig.

V.S.B.

SVAR



4541 Losning:
VL=sin2v=sin(v+v) =
sinv-cosv + cosv:-siny =
= 2sinvcosv = HL

V.S.B.

4542 [isning:
P:x?-2x + a = 0 har komplexa
rotter.
Qa>1
Vivisar med ett direkt bevis.

x?-2x+a=0

x=1% J1-a
x%-2x + a = 0 har komplexa

rotterdaa > 1.
V.S.B.

4543 Losning:
P:x®*+3x2+7x+2=0
Q:x<0
Viskavisa P = Q men visar
istillet (inte Q) = (inte P)
x > 0 ger att alla termer i
uttrycket x® + 3x2 + 7x
ar storre eller lika med noll och
x4+ 3x2+ 7x+2=>2.

Detta visar att om x = 0 s dr
XX+ 3x2+7x+2=#0.

V.S.B.

4544 [isning:
Ett tvasiffrigt heltal kan skrivas
10a + b, dara och b ar
ensiffriga tal.
P:(a+b)=3'n
Q:10a+b=3'm
dar m och n &r heltal.
Vivill visa att P = Q.

Om (a + b) = 3n ar delbart
med 3 méste dven

9a+ (a+b) =10a+b=3m
vara delbart med 3.

Alltsa géller attP = Q.
V.S.B.

4545 a) Forklaring:

2b? ar delbart med 2, d& dr a?
det ocksa.
Om a? dr jamnt s ar a det
med, se uppgift 4526.

b) Om béde a och b gér att dela
med 2 motséger det att a/b ar
forkortat s 1dngt det gar.

SVAR

4546 Losning: 4 a

P:aochb ar heltal

Q:a*-4b # 2

Viskavisa P = (inte Q) ger en
motsagelse.

a och b ar heltal

a’-4b =2

a*=4b+2

a?=22b+2) b
a? ar ett jamnt tal eftersom det

innehéller faktorn 2.

Om a? dr ett jimnt tal sd ar 4ven
a ett jamnt tal (se uppgift 4526).

a=2nocha?-4b = 2 ger 5 a)
4n?—4b =2
2n*-2b=1
2(n*-b) =1

VL érettjamnt tal och HL ar 1
vilket 4r en motséagelse.

V.S.B.
4547 Losning:
Produkt: x -y
x 6kar med a procent och b
y minskar med a procent. )
Ny produkt:
a a
I+— |x-|1-— |y =
[ 100)" (1 100Jy
2
= 1-—2 |y
10000
Eftersom a > 0 kommer den
nya produkten att vara mindre
an xy. 9
V.S.B.
Testa dig sjélv 4
1 a2 d) 5
b) -4 e) 26+ 7i
¢ 5-i f) -14 + 23i
9 3. .
2 a) 10+101—0,9+0,31 o
6 15
B 215,
) 297 29"
14 27.
o) ———-—i
37 37
3 z=x+1iy

Re
T >
1
|zl| =420 |zz| =413
|2, -z,| =37
Ledtrad:
z,-2,=6-1
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