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Begreppet differentialekvation*

Lufttrycket y kPa forandras med en hastighet som pa varje hojd
ar proportionell mot det aktuella trycket. Detta kan beskrivas med
differentialekvationen y’ =k-y.

En ekvation med en obekant funktion och en eller flera av denna
funktions derivator kallas en differentialekvation.
Till exempel:

y' =2y ar en differentialekvation av forsta ordningen
eftersom y’ dr den hogsta derivatan.

vy +y"+ 2y =0 arendifferentialekvation av andra ordningen
eftersom y’’ 4r den hogsta derivatan.

Losningen till en differentialekvation dr en funktion.
Genom provning kan vi undersoka om en viss funktion
dr en 16sning till en given differentialekvation.

Ar funktionen y = sin 2x en l6sning till differentialekvationen
y'+4y=07?

Vi borjar med att bestimma de derivator som ingéar i ekvationen.
y=sin2x = y'=2cos 2x = y'' = —4sin 2x

VL =y'’+ 4y = —4sin 2x + 4sin 2x = 0 = HL

Provningen visar att y = sin 2x ar en 16sning. P4 motsvarande satt

kan vi visa att dven funktionerna y = 5sin 2x och y = -3sin 2x
ar 16sningar.

Vi ser att en differentialekvation kan ha flera olika losningar.
For att bestimma en specifik 16sning krévs ett begynnelsevillkor.

Differentialekvationen y’— 3y = 0 har t.ex. l6sningarna
y =100e* och y = 200e™.

Vilken av 16sningarna ar korrekt om begynnelsevillkoret ar
y(0) = 200?

¥ =100e* = y(0) = 100¢*"° = 100 = Villkoret &r inte uppfyllt.
¥ =200e”™ = y(0) = 200¢*> °= 200 = Villkoret dr uppfyllt.

Funktionen y = 200e* uppfyller villkoret y(0) = 200.
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En differentialekvation innehaller en obekant som ar en
Sammanfattning funktion och en eller flera derivator till denna. Differential-
ekvationens |6sning ar en funktion.

2242 Differentialekvationen & =-0,2y ar given.

a) Visaatt y = Ce®* &r en l6sning till differentialekvationen.

Bestam C si att villkoret y(1) = 50 &r uppfyllt.

dy
a) y=Ce % ger = =-0,2Ce >**
) ¥ ger -

vL=% - -0,2Ce™"* = -0,2y = HL
dx

b) y(1) =Ce ™' =C-e"?
Villkoret y(1) = 50 ger
C-e % =50,dv.s. C=50/" =61

2243 Visa att 2248 Bestam det positiva talet k s& att
a) y = 5-¢* dren 16sning till y = cos kx blir en 16sning till y’/ + 9y = 0.
differentialekvationen y’— 2y = 0

2249 For vilketeller vilka tal r &r y = €™
en losning till differentialekvationen
y'+y -6y =0?

b) y = 4cosx ar en l6sning till
differentialekvationen y’/ 4+ y = 0.

2244 Ge ett exempel pa en differentialekvation

. . . . _
av andra ordningen. 2250 Differentialekvationen y’’ + 4y =0

ar given.
2245 Visaatty =A- ok a) Visa att y = Acos 2x + Bsin 2x
w o dy ar en losning.
a) ar en l6sning till — = ky
dx Bestam konstanterna A och B om
b) uppfyller villkoret y(0) = A. b) y(0) = 0 och y(m/4) = 20

— !/ —
2246 Ary = x-¢* enlosning till differential- 9 y(© =1 och y'(0) =-6.

ekvationen y’ -y = xy? 3]
Motivera. 1
(2] 2251 Visaatty = T o ir en 16sning till
2247 Vivetatt y = A- e dren16sning till differentialekvationen y’ = y(1 -y).
differentialekvationen y’ = —0,03y
och att y(0) = 12. 2252 a) Finn tva olika 16sningar till

. ) . ;o
Bestim konstanterna A och k. differentialekvationen 100y’’ =y.

b) Visa att summan av dina tvé losningar
ocksa &r en 16sning.
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Differentialekvationer och
matematiska modeller*

Nér vi vill beskriva olika foérlopp inom naturvetenskap och teknik leder

det ofta till matematiska modeller med differentialekvationer.

2253
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En biolog har studerat en figelkoloni under tio ar och finner att under
hela studien har antalet faglar minskat med hastigheten 4 % per ar
av det aktuella antalet figlar.

Stall upp en differentialekvation som beskriver forandringen.

Forandringshastigheten dr —4 % per ar av totala antalet faglar.

Om y ar antalet faglar t ar efter studiens start, ger det for
tidsintervallet 0 <t < 10 differentialekvationen y’ = —0,04y.

Ekvationen kan adven skrivas % = -0,04y eller y’ + 0,04y = 0.

En stek har temperaturen 20 °C och sétts in i en ugn som héller 175 °C.
Enligt en matematisk modell stiger stekens temperatur y °C med

en hastighet som ar proportionell mot temperaturdifferensen (175 -y).
Det ger differentialekvationen

% =k(A75-y) dar t ar tiden i minuter sedan steken sattes in i ugnen.

a) Visaatt y = 175-155 - e uppfyller villkoret y(0) = 20.
b) Visaatt y = 175-155-¢™ ir en 16sning till differentialekvationen.
c) Efter 30 minuter &r stekens temperatur 45 °C.

Vilken ar dess temperatur efter 70 minuter?

a) y=175-155-¢™
¥(0) =175-155-¢°=175-155-1 = 20

b) VL= % = (-155) - e (k) = k- 155 - ™
HL=k-(175-y) =k-(175-175 + 155-¢™) = k- 155-e™
VL = HL

©) y(30) =45 gervirdet pa k.
175-155-¢7% =45

eiBOk = @
155
o LU0 /TE D) (13‘;(/) 155) . 0,00586

¥(70) = 175 - 155 - e %°%8 70 ~ 72

Svar: Efter 70 minuter &r stekens temperatur 72 °C.

*Ingér i kursen t.o.m. 2021-06-30. DERIVATA

2021-01-19 10:28



2255

150 gram av ett radioaktivt &mne minskar
med en hastighet som ar proportionell
mot kvarvarande méngd enligt
differentialekvationen

Y _ 0,20y

dt

déry dr méngden i gram efter t ar.

Visa att y = 150e™>*"

a) uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 150
b) &dr en 16sning till differentialekvationen.

Antalet bakterier y i en ndringslosning

2257

2258

okar enligt differentialekvationen

% = 0,15y déartéar tidenitimmar.

Antalet bakterier r fran borjan 10000 st.

a) Bestdm k sd att y = 10000¢e™
ar en 16sning till differentialekvationen.

b) Hur manga bakterier finns det efter
8 timmar?

Acc V  Spot Magn

D Exp 500 nm
§

by
250KV 3.0 44818x SE 7.6 3

Invanarantalet y i en stad 6kar varje ar
med 1000 personer, d.v.s. % =1000.

a) Visaatt y = 1000t + C ar en funktion
som uppfyller hur antalet fordndras.

b) Bestam C om y(1) = 45000.

Stéll upp en differentialekvation som
beskriver att

a) y minskar med en hastighet
som ar 20% av y

b) y 6kar med en hastighet
som dr proportionell mot y
¢) y 6kar med en hastighet
som ar proportionell mot (20 —y).
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Lévméngden i en skog y g/cm?® okar genom

nedfall av nya l6v med 3 g/cm? och ar.

Samtidigt formultnar 16ven med en hastig-
het som ar 75% per ar av den aktuella
mangden. Detta ger differentialekvationen

fi_y = 3-0,75y, dar t ar tiden i ar.
t

a) Visaatt y = A - e ®” + 4 iren losning
och bestdm konstanten A om y(0) = 0.
b) Berdkna l6vmangden efter 2, 4, 6, 8 och
10 ar. Vad kan du dra for slutsats?
Rita grafen som kontroll.

Antalet individer y i en djurpopulation

2261
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kan enligt en matematisk modell beskrivas
med differentialekvationen

d
d—{ = 0,000 25y - (5400 —y)
dar ¢ ar tiden i ar. p
a) Berdkna fordndringshastigheten Y
om antalet individer &r 5200.
dy

b) Berdkna fordandringshastigheten —
om antalet individer &r 6000.

¢) Forvilka virden pa y okar antalet?

d) For vilka véirden pd y minskar antalet?

e) Efter en tid sker en stabilisering

av antalet, d.v.s. d_y =0
dt

(om inte forutsédttningarna fordndras).
Vilket virde har da y?

Antalet bakterier i en matratt kan
beskrivas med differentialekvationen

% — 0,08y, y(0) = 100,

dér t ar tiden i timmar.
a) Uttryck detta i ord.
b) Ange den funktion som ar en 16sning.
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