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Grafraknaren och diskret matematik

I Natur och Kulturs lirobok Matematik 3000 diskret matematik finns dé och da en
grafrdknarsymbol i marginalen. Den markerar att du kanske kan behova hjédlp med hur
rdknaren ska anvdndas. Hér finns hjélp och tips till dessa uppgifter. Har finns forslag till hur
du kan anvéinda din rdknare ocksa till en del andra uppgifter, inte minst i avsnitten om
programmering. Hjélpen dr framfor allt anpassad till modellerna CFX-9850GB+ och fx-
9750G. De 6vriga grafrdknarna 1 Casios utbud &r sdpass lika 1 uppbyggnad och logik, att du
knappast ska ha ndgra problem att f6lja instruktionerna som ges pa hjilpsidorna, &ven om du
t ex har en CASIO FX-2.0.

Niér du kopte din Casio grafriknare, ska du ha fatt en cd-skiva, som heter Upptdck
Matematiken. Den dr gjord som en komplettering till din matematikbok, for att du ska fa
maximal gliddje av din grafrdknare, och for att du ska ldra dig matematik sa effektivt som
mojligt med grafraknarens hjilp. Upptdck Matematiken innehaller 6ver femtio animerade
filmer om matematik och grafriknaren, som tacker in det mesta inom samtliga gymnasiets
matematikkurser. Filmerna kan spelas upp pa svenska eller pa engelska, sé skivan dr ocksa
anvindbar om du vill lira dig “matematik pé engelska”.

Till cd-skivan finns en Aktivitetsbok med en hel del laborativa matematikuppgifter. Boken,
liksom cd-skivan, kan din larare bestilla kostnadsfritt fran:

Sense Office AB,
08-504 103 10.
www.sense-ab.se

Den finns ocksa som pdf-fil, som kan hdmtas frén Senses hemsida eller frdn Broman
Planetariums hemsida, www.planetarium.se. Darifran kan du ocksa titta pa filmerna 1 Upptdck
Matematiken.

P& Sense hemsida finns ytterligare material speciellt for larare. Dar finns bl a ett femtiosidigt
kompendium som beskriver grafrdknaren i undervisningen och bilder som underlag till t ex
OH-bilder av de olika rdknarna. Dér finns ocksé ett kompendium som beskriver de olika
versionerna av den tekniska raknaren CASIO fx-82, och hur de kan nyttjas i
matematikundervisningen.

Nir vi beskriver hur du ska trycka pa din réknare, skriver vi alltid med fet, kursiv stil, t ex:

2 (3 +4 ) EXE. Ord inom hakparenteser, t ex [Solve], refererar till menyer, dir du véljer med
ndgon av knapparna F1I ... F6. Om du trycker pa OPTN, sé far du en meny, dér det sista
menyvalet dr en hogerpil. Den anger att ’det finns mera”. Knappen F6 bldddrar da mellan de
sidomenyer som finns.

Vad handlar diskret matematik om?

P& s 7 1 laroboken finns en ruta lite allmédnt om diskret matematik. En uppgift som finns dir
lyder:

Visa att alla tal pa formen 5" —4n —1 ar delbara med 16.

Att kunna l6sa en sddan uppgift handlar ofta om att kunna finna nagot slags monster. Om du
skapar en tabell over tal pa formen 5" —4n —1, s &r ett monster svart att finna. Men om du
tittar pa tal av formen 5", sa utkristalliseras snart ett:



Oppna RUN-fonstret och skriv:

5 EXE
X5 EXE EXE EXE ...

A5

LA [y [ T R |

z
1z
(=¥
312

CRCACACNCCnCn

Alla tal med minst fyra siffror slutar pd 3125, 5625, 8125 eller 0625, och denna svit av
slutsiffror upprepas géng pa gang.

Talet 10 000 dr delbart med 16. (Kontrollera detta!) Om darfor de sista fyra siffrorna i ett tal
ar delbara med 16, sé ér hela talet delbart med 16. Vi kontrollerar delbarheten i de fyra talen

ovan minskade med ett:

12418 195,53
195,25 SE24+16

SE2d4+16 351.3
331.3 2124+16

2124+16 SET.T3
3@T. T3 E2d+16 5

Talet 3124 #r inte delbart med 16, men 3120 #r det. Ligg nu mirke till att 3125 =5. I den

ursprungliga formeln hade vi 5° —4-5-1=3124-4-16.
5624 behdver pa motsvarande sétt minskas med 8 for att bli delbart med 16, och 8124 behover

minskas med 12. Tal vars fyra sista siffror 4r 0624 ar delbara med 16.

I nésta sekvens far vi 3124 —4—32 osv.

Bevisgingen gar att formalisera mera med hjdlp av modulusoperatorn, som beskrivs ldngre
fram i boken. Exemplet hér dr ett exempel pé den nytta man kan ha av réknaren, nar man
experimenterar med ett uttryck som man vill bevisa nagot om.



Permutationer och kombinationer

Oppna RUN-fonstret och vilj OPTN. 1 forsta sidomenyn finns valet /PROBJ. Dir finns de
funktioner du behover for att berdkna antalet permutationer och antalet kombinationer. Dar
finns ocksé en slumptalsgenerator, som gor det mojligt att experimentera med sannolikheter.

Att ur en forening med 4 medlemmar vilja en ordférande, en sekreterare och en kassor kan
goras pa P(4, 3) olika sétt. Pa rdknaren kan du skriva 4 /[nPr] 3 EXE.

B s

24

[

Antalet sitt att placera 30 elever i 30 bankar kan bestimmas genom P(30, 30), men det &r ju
faktiskt detsamma som 30!. Skriv 3 0 [x!] EXE.

i)
2.632328998e+32
2.632328998e+32

Om tre personer ur foreningen med fyra medlemmar ska dka pa en konferens, sa beréknas

4
antalet kombinationer med (3) eller C(4, 3). Motsvarande funktion pé riaknaren heter /nCr/,

och du kan skriva 4 /[nCr] 3 EXE.

CIk]

EINCEDEEET (T
Antalet pokerhdnder med 5 kort ur en kortlek med 52 kort berdknar vi ocksd med [nCr].

el B

2393968




Nagot om heltalsrikning

Hiér arbetar vi uteslutande i RUN-fonstret om inget annat sigs.

Talteori handlar om egenskaper hos framfor allt heltal. Det gér att stilla in rdknaren for just
heltalsrakning. Under SHIFT SET UP finns alla olika instdllningar du kan gora pa din
raknare. Den Gversta instéllningen handlar just om decimalrdkning eller heltalsrakning.

i aff
ComF [OEC [HE [Ein [OCE

[Comp] ir instdllningen for vanlig rikning, medan de 6vriga ger heltalsrdkning i baserna 10
(decimala tal), 16 (hexadesimala tal), 2 (binéra tal) resp 8 (oktala tal). Vi har i bilden stillt in
raknaren for rdkning 1 basen 10.

Niér du gjort omstéllningen och tryckt pa EXIT, sa far du en meny med valen /d~o] och
[LOG]. Det forsta menyvalet later dig skriva in tal i en annan bas dn den som just nu &r
aktuell. For att rakna om talet 12343, till ett tal 1 basen tio, sa skriver du fo] I 2 3 4 EXE, dar
alltsa [o] anger att det inskrivna talet dr oktalt.
SI7I4

11

For att skriva 769y, 1 basen étta, sa stiller du forst in Mode: [Oct]/ under SHIFT SET UP, och
skriver sedan [/d] 7 6 9 EXE.

aRaaaaa14a1

Modulusoperatorn

Heltalsdivision, m + n, pa rdknaren ger som resultat det storsta heltal som dr mindre 4n eller
lika med motsvarande operation i [Comp]-lage.

e ¥

Egentligen ar f—; = 2%, vilket vi ofta uttrycker som 2 med resten 3. Det vi egentligen

berdknar, nér vi berdknar 27 (mod 12) dr resten i divisionen 27+12. Det kan vi gora pa
raknaren med foljande berdkning: 2 7-2 7 +12 x1 2 EXE.

e
ET-2T+12%12




I heltalsaritmetiken pa raknaren dr 27 —27 +12x12=27-2x12 =27 -24 =3. Visserligen
har division och multiplikation lika prioritet (men hogre dn subtraktion), men de berdknas i
den ordningen de stér.

Faktorisering i primfaktorer

Som du kanske redan mérkt, eller atminstone snart kommer att méarka, sa har man stor nytta
av att dela upp tal i primfaktorer. Handlar det om sma tal, ar det ganska létt att géra i huvudet,
men stora tal blir strax svarare. Ar det t ex s4 sjilvklart att talet 302 837 &r ett primtal? Det
kan vara bra att ha ett program for faktorisering pa raknaren.

Nir du vill skriva ett program pé ridknaren, s borjar du med att g& in i PRGM-fonstret. Dar
finns en lista 6ver de program som redan finns i rdknarens programminne samt en meny.

Nar du ska skriva ett nytt program, s trycker du pa [NEW], vilket ger ett fonster dar du ger
ditt nya program ett namn.

=]
r

Avsluta med EXE, sé far du ett fonster, ddr du kan skriva programmet.
P& nésta sida finns hela programmet listat och kommenterat.

Nir du skrivit programmet, gatt ur programmeringslidget med EXIT, och vill kora det, sd ar
det enklast att markera programmet och vilja /[EXE]. Vi provar med att faktoruppdela 15732:

i 10752
15732

1 CALARDED
CAOCALARIRD

1
- DisF Z

Om du direkt trycker pa EXE, sa kors programmet en géng till, och vi kan prova med talet
302 837.

[
[N

7
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[?2] =2 X Réknaren skriver ut ett fragetecken och véntar
pa ett tal, som lagras i minne X. Det &r det
talet som ska faktoriseras. / ? J finns under
SHIFT PRGM.

2—>PJ Talet tva, som &r det minsta primtalet, lagras 1

minne P.

[While] P < VX J

Om X inte r ett primtal, s dr minsta faktorn
hogst V X. Vi behdver aldrig testa langre 4n
sa. Kommandot /While] finns under SHIFT
PRGM [COM] i en sidomeny. Om villkoret i
satsen inte dr uppfyllt, sa sker hopp till raden
efter [WhileEnd].

X+P—>Y

[If] Y=[Int] Y

Vi testar om Y ér ett heltal, for i sa fall ar X
delbart med P. I annat fall ska P fa nista udda
tal som vérde. /If] finns under SHIFT PRGM
JCOM].

[Then] P[ 4] Satsen skriver ut P och véntar tills man
trycker pa EXE. Den s k ”’stoppbocken” finns
under SHIFT PRGM

Y>> X X far ett virde dér faktorn P divideras bort.

Sker detta, s& hoppar programmet till
[WhileEnd], varifran hopp sker tillbaks till
[While], och samma faktor testas en géng till.

[Else] [If P=2

Hit hoppar programmet om villkoret 1 /If]-
satsen ar falsk.

[Then] 1 - P J

Nar X inte langre dr delbart med 2, sa ska
nésta primtal vara tre. Darfor ger vi P virdet 1
infor upprakning.

[IfEnd] Hit hoppar programmet om P inte &r tva. |
menyn under SHIFT PRGM [COM] stér det
[I-End].

P+2 P,/ P far nésta udda viarde. Om det ursprungliga
vérdet pd X vore delbart med t ex 9, s& har
programmet redan givit tva treor som
faktorer. Alla faktorer som programmet ger ar
primtal.

[IfEnd]

[WhileEnd] Hopp sker tillbaks till /While]-satsen. 1
menyn stir det [Wend].

X Om inga villkor ldngre dr uppfyllda, sa dr X

ett primtal, och skrivs ut som sista faktor.




Talfoljder

Casio-rdknarnas RECUR-fonster innehaller de verktyg du behdver for att kunna studera
talfoljder och rekursionsformler. Valj [TYPE], sa far du upp féljande fonster:

Select Trre

F1l:an=An+E
F2i an+1=Han+BriC
FZi an+2=Han+i1+Bants -

| EETAN ETPT ETP

a, ger talfoljder dér varje tal ges av talet n, t ex a, =100—6n. Vi vill skapa en tabell med de
tio forsta talen i talféljden. Valj déarfor fan/. Nu kan du skriva formeln 7 0 0 - 6 [n] EXE.

Fecurs1on

Vilj nu [RANG] for att ange vilka tal 1 talféljden du vill se.

|Table Farnge h
[ :

Tryck slutligen pd EXIT och valj [TABL].

a4
|EARICEL J [0 [FLT

Du kan bldddra i talféljden med uppat- och nedatpilarna.

En berdknad tabell kan exporteras till en lista. Det gér till sa, att med nagot tal markerat 1 den
kolumn du vill exportera, trycker p& OPTN [LIST] [LMEM][Listl]. Om du viaxlar till STAT-
eller LIST-fonstret, sa finns talféljden dér.

nmeowm=—

El
[ERTh [FRTE [DELC IHE

Talfoljder som ges av rekursionsformler

Oppna RECUR-fonstret och vilj [TYPE]. Hir anger [an+1] rekursionsformler dir varje tal i
talfoljden kan berdknas ur det foregdende talet. fan+2] anger rekursionsformler dér varje tal
ges av de tvd foregéende talen. Vi tittar pd exemplen pd s 60.

Exempel 1.
JO)=4, f(n+l)=f(n)+3.
Talfoljden kan ocksd beskrivas lite mer “rdknarméssigt™ a,,, =a, +3;a, =4.

Vilj [TYPE] [an+1] och skriv in formeln. Observera att [an] finns under [nan].



Fecur=s1on
S+ 1Bant+3

Startviarde och omféang stélls in under /[RANG]. Observera att startvédrdet i det har fallet ska
vara av typen [al].

Table FHange n+l
arti

31 1 d

Tryck slutligen pd EXIT och [TABL].
Exempel 2.

n! kan definieras rekursivt med formeln a,,, =(n+1)-a,; a, = 1. Formeln och instéllning
under /[RANG] ser da ut sa hér:

Fecursion Table Hange n+l
S+ 1Bint]dan arti

End :1@8
ET i1

lgm_

r
brnStei @
IERET

I det hér fallet anvéinder vi startviarde fao].

Fibonaccital och andra liknande tal

Talfoljden 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., dér varje tal ges av summan av de tvd foregdende talen,
kallas Fibonaccis talfoljd efter den italienska 1200-talsmatematikern Fibonacci eller Leonardo
frdn Pisa. Talfoljden ges av rekursionsformeln a,,, =a, +a,,,; a, = a, =1. Vilj [TYPE]

n+2 n+l?2

[an+2], sé kan du skriva formeln och range sé hér:

Recurs1on
S+ aBantant
alat -1

Tryck pa EXIT och vilj [TABL], sé fér du en tabell 6ver de forsta 20 Fibonaccitalen.

Vi later nu talfoljden b,,, =a, +a,,,, dvs kvoten mellan tvd nérliggande Fibonaccital.
Fecursian bt 2=an+ant

an+aBantan+t n+d  _dntx  _bnez
O+ B SRR+ \‘ 11 1597 DO.618

18 2584 D.EIB
19 4Igl 0.E18
20 ETES :
a.6 SAGIZ
FOEH L0 [G-FLT

Vi kan nu observera att skillnaden mellan talen i talfoljden b, minskar for allt storre n, och
man kan visa att talfoljden gar mot det tal som kallas f6r det gyllene snittet.

Undersok talfoljden b, for andra startvirden dn a, =1 och a, =1, gérna olika, girna
negativa och gérna irrationella som & eller sin(43°). Vad upptéicker du?

Man kan visa att om m och » dr tva godtyckliga positiva heltal sddana att m > n, s utgdr

a=m>—-n>, b=2mn och ¢ =m* +n” tre heltal sddana att a* + 5> = ¢*. Det 4r alltsd en
generator for ritvinkliga trianglar med heltalssidor, s k Pytagoreiska taltripplar.



Om man véljer n och m som tva pa varandra f6ljande tal i talfoljden a,,, = a, +2a,,,, sd
kommer motsvarande tal a och b att vara tvd nérliggande tal, dvs skillnaden mellan a och b ér

1.

Om du vill undersdka denna egenskap narmare, sa dr det praktiskt att exportera tabellen dver
talfoljden till LIST-fonstret. Da gér det hyggligt enkelt att rdkna med talen 1 talf6ljden dven i
RUN-fOnstret. Vi visar som exempel dér det sjunde och attonde talen i talf6ljden anvinds.

n+2 n+l>

Forst sparar vi det sjunde talet i minne N och det attonde talet i minne M.

Li=t I[71+H
Li=t 1031+M

Hakparenteserna finns ovanfor tangenterna ”+” och ”-”.

Nu berdknar vi latt m* —n* och 2mn.

&3
Li=t 1021+M

4858

Ma—Hz
1373683

2xM =N
137304

[

Tva nédrliggande heltal som kan utgdra métetalen till kateterna i en ritvinklig triangel med
heltalssidor kallas for Pytagoreiska tvillingar. Man kan visa att alla tal genererade med
rekursionsformeln ovan i sin tur genererar Pythagoreiska tvillingar. Bevismetoden ir ett

s k induktionsbevis, den bevismetod som beskrivs pa sidorna 65-67:

Visa att n =1 och m =2 genererar ’triangeln” 3, 4, 5.

Antag att ‘mz -n’ - 2mn‘ =1 (induktionsantagande).

Visa att ‘(n+2m)2 -m’ —2(n+2m)-m‘ =1.



Summor
Exempel 2226.

5 2n

= n+3’

5
Berikna exakt Zk“ och
k=1

Réiknaren har en summeringsfunktion, som finns i en sidomeny under OPTN [CALC]. For att

5
berdkna Zk4 , kan du skriva:

k=1

[2(] ALPHAK 4, ALPHAK, 1, 5) EXE

20 cat P S P =

6

For att fa summan Z
=n+3

1 brakform, maste du mata in formeln som ett brak.

o] 2 T 2 AR & PR Y
461,84

Resultatet ar 4ﬂ .
84

10



Algoritmer och programmering

I fotnoten s 68 pdpekas att man kan vilja nagra uppgifter och programmera dem pa en dator.
Men CASIO grafraknare har ett BASIC-liknande programmeringssprak, som vél lampar sig
till uppgifterna i laroboken. Vi visar med négra exempel hur spraket fungerar.

Uppgift 2401

Ett tal ska multipliceras med 6, subtraheras med 12, divideras med 3 och adderas med 4.

Niér du gétt in i PRGM-fonstret, sd vilj [NEW] for att skapa ett nytt program. I nésta fonster
ska du ge programmet ett namn, t ex EX241. Du skriver med bokstédverna ovanfor knapparna,
men innan du skriver siffrorna i namnet, sa tryck pA ALPHA. Avsluta med EXE.

Hiér foljer en tabell, dédr vansterkolumnen ger en listning av programmet, och hdgerkolumnen

ger kommentarer.

"SKRIVETTTAL”? - X J

Citationstecknen gor att texten skrivs ut pa
skdrmen. Nar du skriver texten, sa tryck forst
pad SHIFT ALPHA. D4 finns citationstecknet
som val pa F2. ? — X innebér att raknaren
vantar pa att ett tal foljt av EXE skrivs in. Det
talet lagras i minne X. Retursymbolen /fér
du genom att trycka pa EXE.

Xx6 >XJ Har gors den forsta rakneoperationen.
Resultatet av operationen sparas 1 minne X,
men skriv inte ut pa skdrmen.

X-12-5X4d

X+3-5Xd

X+4-5X Resultatet av den sista berdkningen skrivs

alltid ut pa skdrmen.

Avsluta programmeringen genom att trycka pa EXIT kanske ett par ganger, sd att du far det

forsta PRGM-fonstret pd skdrmen.

Nar du kor ett program, sa sker det alltid i RUN-fonstret. Men det ér enklast att starta det
genom att markera det i PRGM-fonstret och trycka pa EXE eller att vdlja /[EXE] i menyn.

Uppgift 2404, logiska val

Programmet ska ta in vikt V och lingd L pé en person och berdkna Body Mass Index, BMI

enligt formeln BMI =V /L’ . Vikten anges i kg och lingden i m. Vi ska dock gdra
programmet “forlatande” i den meningen att om ldngden matas in 1 cm, sa ska programmet
rdakna om till m. Om BMI > 25, sé ska programmet svara "OEVERVIKTIG”, annars, om
BMI <18 ska programmet svara "UNDERVIKTIG”, annars "OK”.

11




Logiska val astadkommes pa ridknaren under SHIFT PRGM [COM] med kommandona [If],
[Then], [Else] och [I-End]. Det sista kommandot skrivs ut som IfEnd pa skidrmen, och
avslutar den del av ett program dér logiska val gors.

Program BMI

"VIKT” 2 -V J Légger vikten i minne V

YLAENGD”? - L Lagger langden i minne L

IfL>10 Hér kollas om ldngden ar inmatad 1 meter
eller i cm; ingen ménniska &r ldngre 4n tio
meter. Olikhetstecknen finns under SHIFT
PRGM [REL] (som finns i en sidomeny).

ThenL +100 —L L rdknas om till meter.

IfEnd J Slut pa hela If-satsen.

V+Lx’—> BJ BMI berédknas och lagras i minne B

IfB>25 Detta dr en ny IF-sats, dir vi undersoker BMI.

Then "OERVIKTIG”

ElseIfB<18 J Vi nistlar en IF-sats inuti den If-sats vi
skriver.

Then "UNDERVIKTIG”

Else "OK”

IfEnd J Detta &r slutpunkten for den néstlade if-
satsen.

IfEnd Slut pé if-satsen som borjar pd den sjunde
raden, ocksa slut pa programmet.

Om du har kort programmet en gang och fatt ett resultat, sa kan du kora programmet en gang
till genom att trycka pa EXE. Om du 1 stillet trycker pd AC eller utfor nagon annan
berdkning, sd avslutas programmet.

Hur reagerar programmet om Tina védger 50 kg och édr 174 cm ldng?

Upprepningar

Oppna RUN-fonstret och skriv 2 EXE x2 EXE EXE EXE.

i
A=z

—_
[aylu o o]

Varje gang du trycker pa EXE, s& multipliceras det sist utrdknade resultatet med tva. Samma
berdkning, men med nya ingangsvérden, upprepas gdng pa ging. I néstan all programmering
forekommer upprepningar, antingen ett givet antal ganger eller, vilket dr vanligare, tills dess
att ett givet villkor &r uppfyllt. Titta pd sidomenyerna under SHIFT PRGM [COM]. Det gar
bra att géra 1 RUN-fonstret ocksa.

12




[For] [To] [Step] [Next] ér den svit av kommandon som anvénds ndr man vill géra nagot ett
givet antal ganger. Typiskt ser det ut sa hér. Vi viljer uppgiften 2409:

Program EX2409

10 - X o

Lagg marke till att boken, liksom méinga
programmeringssprak, skriver x:=10.
Réknaren anvénder tilldelningspilen i stillet.

[For] 1 =N [To] 4 J

Hér 4r minnet N en riknare, som forsta
gangen antar vardet 1, andra gangen virdet 2
osv. Hade jag velat anvinda N i mina
berdkningar, och att N bara skulle anta jimna
varden, sd hade jag kunnat skriva:

[For] 2 - N [To] 8 [Step] 2 /

X+2-5Xd

Hér gors den upprepade berdkningen.

[Next]

Hir sker hopp tillbaks till andra raden sé
lange N < 4. Annars avslutas programmet,
och det sist utrdknade resultatet skrivs ut.

[While] [WEnd] [Do] [Lp-W] ar tva typer av upprepningar. De ser ut sa hér:

Program EX2410A

52X

[While] X <100 [While] star alltid tillsammans med ett villkor,
som ocksé testas i denna rad. Ar villkoret inte
uppfyllt sker hopp till raden efter [WEnd],
eller, som i det hér fallet, programmet
avslutas och resultatet av den sista
utrdkningen skrivs ut.
Olikhetstecknet finns under SHIFT PRGM
[REL] (som finns i en sidomeny).

X+1->3Xd

2X->Xd

[WEnd] Pa skidrmen star det WhileEnd, och markerar
slutet pa en ”"While-loop”.

Program EX2410B

1 >Xd

[Do] Sa lange villkoret 1 rad 5 dr uppfyllt, sa sker

hopp tillbaks till denna rad.
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3 X=X

X+5-5X 4 “Stoppbocken”, som finns under SHIFT
PRGM, anger att det berdknade vardet ska
skrivas ut. Programmet véntar sedan tills dess
att du trycker pa EXE.

[Lp-W] X< 90 Sa lange villkoret X < 90 sa sker hopp tillbaks

till raden /DoJ. Annars avslutas programmet,
och resultatet av den sista utrdkningen skrivs
ut (en gang till).
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