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Havandes en urna, innehallande 10 kulor, vilka
dro numrerade frdn 1 till 10. Onsken I att uttraga

3 kulor fran urnan samtidigt.

Huru mangen mangfald finnes for Eder att

astadkomma detta?

Centralt innehall

Begreppen permutation och kombination.

Motivering och hantering av metoder
for att bestémma antal permutationer
och kombinationer.

Begreppet méngd.

Notationer i mangdl&ra och hantering
av operationer pa mangder.

Problemlésning som omfattar begrepp
och metoderi kursen.

Matematiska problem med anknytning
till matematikens kulturhistoria.

Med andra ord

Kapitletinleds med det spannande och
utmanade omradet kombinatorik. | det
avsnittet besvarar vi ofta fragan pa hur
manga olika satt nagot kan utféras eller
ordnas.

| kapitletingar ocksa mangdléra.

En mé&ngd inom matematik betyder

en samling objekt. Det kan vara manga
olika saker t.ex. alla primtal mindre &n
100 eller alla elever pa en skola.




a) Skriv upp alla tresiffriga tal som kan
bildas av siffrorna 1, 2 och 3 om varje
siffra bara far forekomma en gang.

b) Skriv upp alla tvasiffriga tal som kan
bildas av siffrorna 4 och 7 om varje siffra
far forekomma flera ganger.

¢) Du ska bilda en summa av ett av de
tresiffriga och ett av de tvasiffriga talen
iuppgift a) och b).

Hur manga olika summor kan du f&?

a) Hur ménga tresiffriga tal kan bildas av
siffrorna 1, 2 och 3 om varje siffra far
forekomma flera ganger?

b) Hur ménga tresiffriga tal kan bildas av
siffrorna 8, 9 och 0 om varje siffra far
forekomma flera ganger?




Multi

2.1

Exempel 1

plikations-
principen

Kombinatorik

Multiplikations- och additionsprincipen

Kalle Larsons café séljer mackor, kaffe och smoothies.

Dennis ska kdpa en macka, en kaffe och en smoothie.
Han funderar pd hur manga olika sitt han kan vilja

dessa tre saker. Mackor: Ost
Salami

Vi borjar med att ange antalet alternativ i varje val. Vegansk

Kalle Larsons café

D Macka: 3 sorter Kaffe: Bryggkaffe
) Kaffe: 2 sorter Latte

D Smoothie: 3 smaker Smoothies:  Blabir
Vinbir
Antalet sétt att vélja en macka, en sorts kaffe och Choklad

en smoothie far vi genom att multiplicera antalet
alternativ i varje val. Det ger

3:-2-3=18

Det finns alltsa 18 olika sitt att vélja en macka, en kaffe
och en smoothie.

Vi har anvant det som kallas multiplikationsprincipen.

Ett forsta val kan goras pa p satt och ett andra val kan goras pa g satt.
De tva valen kan goras efter varandra pa p - q satt.

Antalet satt kan presenteras i ett trdddiagram.

Langst ner ser vi att trddet har 18 olika grenar. Grenarna visar att det finns
18 olika sétt att kombinera en macka, en kaffe och en smoothie pa
Kalle Larsons café.

Ost Salami Vegansk

Bryggkaffe Latte Bryggkaffe Latte Bryggkaffe Latte

Macka

Kaffe

Smoothie

o 7 S e 7o S o ot S ISR S o & S 5o & S
%\’0\0 Q\“\O Q,K\O\‘\\% %\@‘0 Q\Q\O Qx\o\(\\?’ %\’AV q'\“\o C(\O\(\\% %\’0\0 Q\“\O QK\O\(\\% %\’0\0 q'\“b c)\(\o\(\\% %\3\0 q\“‘) C(\O\(\\,b
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Exempel 2

Additionsprincipen

Exempel 3

Exempel 4

2.1 KOMBINATORIK

Ella ska kopa ndgot att dricka, alltsé en kaffe eller en smoothie pé caféet.

Det finns 2 olika sorters kaffe och 3 smaker pa smoothie.
Hon har 2 + 3 = 5 sétt att vdlja en dryck.

Vi har anvant det som kallas for additionsprincipen.

Ett forsta val kan goras pa p satt och ett andra val kan goras pa g satt.
Om antingen det forsta eller det andra valet ska utféras kan det géras
pa p + q satt.

En forutsattning &r det forsta och det andra valet inte har nagot
gemensamt alternativ.

Dana ska kopa antingen en kaffe och en macka eller en smoothie
pé Kalle Larsons café. Antalet sitt att védlja berdknas i tva steg.

Forst anvander vi multiplikationsprincipen for att berdkna antalet
sétt att valja en kaffe och en macka.2-3 =6

Antalet sétt att valja smoothie ar 3.
Antalet sétt att valja kaffe och macka
ellfer en smoothie &r enligt additions- Bryggkaffe Latte
principen 6 + 3 = 9.
Antalet sédtt kan dven hér representeras Smoothie
av grenarna i ett traddiagram. /\
o W e
%,b\’b Q@% %,b\’b QQ«% %\’b B 0\00\(\

Kalle Larsons café har ett erbjudande med bra pris: Choklad

Bryggkaffe och valfri smoothie
eller Vinbar

En blabarssmoothie och valfritt kaffe "
Blabar
Multiplikationsprincipen ger antalet

. L1s Bryggkaffe
sétt att valja: ves

Blabar
Bryggkaffe och valfri smoothie:

1-3=3
En blabarssmoothie och valfritt kaffe:
2:-1=2

Bryggkaffe och en blabdrssmoothie kommer med tvé ganger.
Det kan vi ocksé se i figuren till hoger. Vi méaste darfor minska
antalet sdtt med 1.

Det finns 3 + 2 -1 = 4 sitt att vélja erbjudandet.
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Exempel 5

2101

2102

Sannolikheten for en handelse

Vi repeterar hur man berdknar sannolikheten P for en handelse H
om alla utfall &r lika sannolika.

P(H) = antalet gynnsamma utfall
antalet mojliga utfall

Sannolikheten att vélja en smoothie med barsmak (blabér eller vinbar)
om man slumpvis valjer en av de tre smakerna ar

P(barsmak) = 2 med bdrsmak _ 2
3 smaker 3

Nér Alma ska trana har hon féljande klader att vélja pa:

Topp: svart linne, blétt linne, kortdrmad troja
eller langarmad tr6ja

Byxor: korta byxor, knédlédnga byxor eller l&nga byxor
Skor: loparskor eller inomhusskor

Pa hur manga satt kan hon kl4 sig om hon gor alla tre valen?

Hon star infor tre valsituationer med f6ljande antal valmajligheter:
* 4 olika toppar

e 3 olika byxor

* 2 olika skor

Antalet sitt attkla sig =4-3-2 = 24

Svar: Hon kan k14 sig pa 24 olika sitt.

Ett hdnglas har en sifferkod med tre siffror.
Hur stor ar sannolikheten att p4 mafé anvinda
réatt kod om man gor ett forsok?

Det finns 10 siffror (0-9)

Antalet koder = 10 - 10 - 10 = 1000

Det dr endast en kod som &r rétt.

P(ratt kod) = 1 Man kan o_cksé svara i decimal-
1000 form eller i procentform.

Svar: Sannolikheten ar

1
1000

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA



2103 En restaurang, med menyn till hoger,
erbjuder en tvarattersmeny till ett bra pris.

Man kan vélja antingen forratt och huvudratt
eller huvudratt och efterratt.

P4 hur manga satt kan man valja en sddan
tvarattersmeny?

Antalet satt att valja:

Forratt och Huvudriétt: 2-3 =6
Huvudritt och Efterritt: 3-3 =9
En tvarattersmeny: 6 + 9 = 15

MENY

Forratt: Soppa
Sallad
Huvudrate: Figp
Kstt
vegetariskt
Ef’terrdtt: Glass
Térta
Paj

Svar: Det finns 15 sétt att vélja en tvarattersmeny enligt erbjudandet.

2104 Pa ett café finns det fem olika mackor med
ljust bréd och tre olika med morkt brod.
P& hur manga sétt kan man vilja
a) en macka med ljust bréd och en med
morkt brod
b) en macka med ljust bréd eller en med
morkt brod?

2105 Mandy ska kopa en mobiltelefon och stélls
infor flera val. Hon har tre méarken att vilja
mellan och varje mérke har tre modeller 2109
hon é&r intresserad av. Dessutom finns det
fem olika abonnemang till varje modell.
P& hur manga olika sitt kan Mandy vilja
en mobiltelefon med abonnemang?

2106/ En fragetavling bestér av fyra frigor med
fyra svarsalternativ och fyra fragor med

tre alternativ.
P& hur manga séitt kan man besvara
fragorna?

2107 a) Hur manga fyrsiffriga pinkoder finns det?

b) Hur manga fyrsiffriga pinkoder som
boérjar med en nolla finns det?

2.1 KOMBINATORIK

2108 Ted har valt ut filmer till en filmkvall.

Han har hittat 15 filmer i 3 olika genres:
5 actionfilmer, 3 thrillers och 4 komedier
Pa hur ménga sétt kan han vélja

a) tre filmer med en i varje genre

b) tva filmer i olika genre

¢) alternativet en actionfilm och en
thriller eller alternativet en komedi?

a) Hur manga olika bilregistreringsskyltar
for bilar kan man gora enligt modellen
"forst 3 bokstaver och sedan 3 siffror”?
Bokstivernal, Q,V, A, A och ©
anvands inte.

b) Hur stor &ar sannolikheten att en slump-
vis vald skylt borjar med A och slutar
med 9 om alla méjliga skyltar anvands?

¢) Sedan ar 2019 kan sista platsen pa
svenska registreringsskyltar vara
antingen en siffra eller en bokstav.
Bokstdvernal, O, Q,V, A, A och O

anvands inte pa den sista platsen.
Hur manga skyltar finns enligt den har
modellen?
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2110 | En kokbok innehaller 50 forratter,

100 huvudrétter och 50 efterritter.

P4 hur manga sitt kan man ur boken
komponera en tva- eller trerittersmiddag
som innehaller en huvudrétt?

2111

2112

Sex personer ar med i utlottningen av tva
lika stora vinster. Varje person kan bara fa
en vinst.

Soha och Kirsty &r tva av de som &dr med i
utlottningen.

P& hur manga sétt kan de tva vinsterna
fordelas om &tminstone en av Soha och
Kirsty vinner?

En myra kryper kortaste végen fran A till B
ldngs kubens kantlinjer.

7

p B2

Hur ménga vagar kan myran krypa?

2113 I enklass gar 17 killar och 9 tjejer. I en

2114

84

annan klass gar 13 killar och 15 tjejer.
En elev frdn vardera klass ska utses till
elevradsrepresentant.

Pa hur manga olika sitt kan detta ske om
a) bada representanterna ska vara killar
b) en kille och en tjej ska utses

¢) atminstone en tjej ska utses?

Hur ménga binéra heltal finns det som dr
storre dn eller lika med noll och som har
sex eller farre siffror?

2115 Isin garderob har Ato

D 1rod, 1bl4, 1 vitoch 1 gron skjorta
D 2 par bld jeans, 1 par gré finbyxor och
1 par chinos

D 1 par stumpor av vardera fargerna
rod, bla, svart och vit

D 1 parboots, 1 par sneakers och 1 par
svarta lackskor.

P& hur manga sétt kan han k14 sig, om

a) alla skjortor, byxor, strumpor och skor
kan anvéndas tillsammans

b) bootsen bara kan anvéndas till jeans
eller chinos

¢) han bara kan ha svarta strumpor till
lackskorna och alltid vit skjorta till
finbyxorna?

2116 Visa att ett val bland p féremal foljt av

ett val bland q foremaél alltid leder till
fler valmojligheter, dn ett val bland p + g
foremal, forutsatt att p = 2 och g > 2.

2117 | Hur manga positiva binéra tal finns det

som dr mindre dn 256, och som har tva
ettor i borjan, i slutet eller bade i bérjan
och slutet?

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA



Exempel 1

permutation

n-fakultet

Antalet permutationer
av n element

Exempel 2

Antalet permutationer
av k element ur n givna

2.1 KOMBINATORIK

Permutationer och kombinationer

Johannes har en spellista med 10 latar. Vi ska berdkna
pa hur manga sétt spellistan kan spelas om vi tar hdnsyn
till i vilken ordning ltarna kommer. Varje 1at far endast
spelas en gang. Vi tillater alltsd inte upprepning.

Ett sddant urval med hansyn till ordning och utan
upprepning kallas en permutation.

Pa hur ménga olika séitt kan Johannes spellista spelas?

Nér den forsta 1aten ska véljas finns det 10 valmdjligheter.
Den andra laten kan sedan véljas pa 9 sétt och den tredje
pé 8 sétt osv.

Antalet mojliga satt blir da enligt multiplikationsprincipen
10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=3628800

Antalet permutationer av 10 féremal (element) kan
skrivas 10!

100!=10-9:-8:-7-6-5-4-3-2-1
Produkten av alla heltal frén 1 till n kallas n-fakultet och betecknas n!

Allmant géller:

Antalet permutationer av n element ar
n=n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1
dér n ar ett positivt heltal.

Enligt definition ar 0! = 1.

Om man endast véljer 7 latar fran listan med 10 latar och tar
hénsyn till i vilken ordning latarna spelas kan detta goras pa
10-9-8-7-6-5-4=604800 olika sétt.

7 faktorer

Det finns alltsd 604 800 permutationer av 7 element ur 10 givna.

Allmant géller:

Antalet satt att valja k element ur n givna element, med hénsyn
till ordningen, ar

n-(n-1)-(n=-2)-...-(n—(k-1)) (k faktorer)
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Exempel 3

kombination

Antalet

kombinationer
av k element

86

ur n givna

En annan spellista innehdller fem l&tar som vi kallar A, B, C, D respektive E.
Om vi véljer tre av de fem latarna kan det géras pd 5 - 4 - 3 = 60 sétt.
Tabellen nedan visar alla 60 permutationerna.

(ABC ACB BAC BCA CAB CBA )4 . /"i:‘dBaZir'létCa_'”a
ABD ADB BAD BDA DAB DBA
ABE AEB BAE BEA EAB EBA
ACD ADC CAD CDA DAC DCA
ACE AEC CAE CEA EAC ECA
ADE AED DAE DEA EAD EDA
BCD BDC CBD CDB DBC DCB
BCE BEC CBE CEB EBC ECB
BDE BED DBE DEB EBD EDB
CDE CED DCE DEC ECD EDC

Den forsta raden innehaller permutationer av latarna A, B och C.
Det finns 3! = 3 - 2 - 1 = 6 sitt att spela de tre latarna.

Den andra raden innehdller permutationer av latarna A, B och D,
tredje raden innehéller permutationer av latarna A, B och E osv.

Om vi inte tar hansyn till vilken ordning latarna spelas kan varje rad
betraktas som ett och samma val. Det finns totalt 10 rader.

Antalet satt man kan vélja tre 1atar av fem om man inte tar hansyn till
ivilken ordning de spelas dr alltsd 10. Man séger att det finns
10 kombinationer for att vilja tre element av fem.

Varje urval av k element ur n givna element, utan hénsyn till ordningen,
kallas en kombination.

Antalet kombinationer av 3 1tar ur en spellista pa 5 latar kan berdknas

Antalet permutationer av 3 elementur5givna _5-4-3 _ 60 _ 10
Antal permutationer av 3 element 3-2:.1 6
Allmént géller:

Antalet kombinationer av k element ur n givha element kan beraknas

Antalet permutationer av k element ur n givna
Antalet permutationer av k element

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA



2118

2119

2.1 KOMBINATORIK

Julia ska satta upp forstoringar av tre foton i sitt rum.
De ska hdnga pa rad.

a) Utga fran det tre fotona A, B och C och gor en lista
over de olika permutationerna.

b) Hur ménga permutationer finns det?

¢) Julialagger till fem foton och har nu atta att vélja pa.
P& hur manga satt kan hon vélja tre av &tta foton,
om hon tar hdnsyn till ordningen?

d) P& hur ménga sétt kan hon vélja tre av atta foton,
om hon inte tar hansyn till ordningen?

a) De mojliga permutationerna ar

ABC BAC CBA
ACB BCA CAB

b) Antalet permutationer av 3 element dr
31=3-2-1=6
Svar: Det finns 6 permutationer.

c) Antalet permutationer av 3 element ur 8 givna r  Har tar vi hansyn till ordningen.
8-7-6=336
Svar: Det finns 336 sitt att vilja 3 av 8 foton om man tar hénsyn till ordningen.

d) Antalet kombinationer av 3 element ur 8 givna d&r  Har tar vi inte hansyn till ordningen.
8:7-6 8-7-6

3! 3-2-1
Svar: Det finns 56 sétt att vélja 3 av 8 foton om man inte tar hansyn till
vilken ordning de valjs.

=8-7=156

Hur manga olika femsiffriga koder kan man skapa av siffrorna 1, 2, 3, 3, 4?

Fem siffror kan ordnas pa 5! = 120 olika sétt.
Tva av de 120 koderna dr 3 1 3 24 och 3 1 3 2 4, dér 3:orna har bytt plats.

Eftersom 3:orna kan ordnas pa 2! = 2 olika sétt kommer varje kod att
finnas 2 ganger.

|
Antalet unika koder = % = % =60

Svar: Det finns 60 unika koder.
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2120/ Sju personer ska skriva sitt namn pa en lista.

P4 hur manga sétt kan listan se ut om man
tar hansyn till namnens inboérdes ordning?

2121 Berdkna
5!
a) 4! b) 5

2122] I styrelsen till en idrottsférening ska man
vélja ordférande, sekreterare och kassor.

P4 hur manga sétt kan dessa viljas om
styrelsen bestar av

a) 6 personer b) 12 personer?

2123] En tranare ska vélja ut 4 av 7 skiddkare
till ett stafettlag. P4 hur manga sétt kan
trénaren valja ut laget om man

a) tar hansyn till i vilken ordning dkarna
ska starta

b) bara tar hdnsyn till vilka &kare som ar
med i laget?

2124 En vanlig kortlek innehéaller 52 olika kort.

P4 hur manga sétt kan man dra fem kort
om man tar hénsyn till ordningen och

a) inte lagger tillbaka korten

b) lagger tillbaka kortet efter varje
dragning?

2125 En skal innehaller sex kulor i olika farg.

a) Forklara vad berdkningen 654 = 120

beskriver i detta sammanhang.

b) P4 hur méanga satt kan man ta tre kulor
om ordningen inte spelar nagon roll?

2126 | Beridkna antalet

a) permutationer av 5 element av 12
b) kombinationer av 5 element av 12.

88

2127 | Hur manga fyrsiffriga koder finns det med

a) siffrorna 0, 6, 8, 9
b) fyra olika siffror (0-9)
¢) siffrorna 3, 5, 5, 9?

2128 a) Hur ménga olika “ord” kan man bilda av
alla bokstdverna i ordet BAN A N?

b) Hur manga av orden i uppgift a) borjar
med AN?

(De flesta av dessa “ord” saknar betydelse.)

2129 Adrian ar ledig tvé dagar varje vecka.

Hur ménga olika sétt finns det att ordna
ledigheten om han inte vill vara ledig bade
l6rdag och sondag?

2130] Fiona tillverkar armband av pérlor i olika

farger enligt figuren.

P& hur manga olika sitt kan armbanden
se ut om de bestar av

a) fem parlor i olika farger

b) tio pérlor i olika farger?

2131 Hur ménga ”ord” kan bildas av bok-
staverna i F I S K A om varje bokstav
bara far anviandas en gédng och om “orden”
far besta av allt fran 1 till 5 bokstéver?

(De flesta ”ord” kommer att sakna
betydelse.)

2132] Ett spelbolag har ett spel, dar det géller att

bland atta deltagare i en tavling tippa de n
forsta i ratt ordning.

Hur stort maste n minst vara, om antalet
olika tipsrader ska bli mer 4n 10000?

Motivera.

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA



Exempel 1

Antalet
permutationer

Exempel 2

Antalet
kombinationer

Formler For permutationer
och kombinationer

Ofta tar man hjalp av formler for att berdkna antalet permutationer
och antalet kombinationer.

Antalet permutationer P for ett urval av 3 element av 10 kan skrivas
P(10,3) =10-9-8
Berdkningen kan goras med hjélp av fakulteter om vi forldnger med 7!
10.9-8-7! _10! _ 10!
7! 7! (10-3)!
Allmént géller:

Antalet satt att valja k element ur n givna element med hansyn till
ordningen ar

pim, k):(nl—ﬂk)!

Tvé specialfall:

e Om vi viljer n element av n, alltsa alla elementen, vet vi att
antalet permutationer ar n!

n! !
P, n) = (n-n)! - %

=n! 0! = 1 enligt definition

e Om vi véljer 0 element av n far vi

2

!
P(n,0) = n_' = 1 med tolkningen: "noll element kan viljas pa ett sétt”.
n!

Antalet kombinationer C for ett urval av 3 element av 10 kan skrivas

10!
_P10,3)  (10-3)! _ 10!
¢0,3) = === =3~ 3100 _3)!
Allméant géller:

Antalet satt att valja k element ur n givna element utan hansyn till
ordningen ar

|
Cn, K = Jtn—

C (n, k) skrivs ofta (Zj och lases ’n over k”.

2.1 KOMBINATORIK



Exempel 3

Kombinationer
och symmetri

90

2133

I en skal ligger 8 olikfargade kulor. Vi ska ta 3
av de 8 kulorna utan att l4gga tillbaka nagon,
dvs. utan aterldggning. Antalet sétt att gora

detta, om vi inte tar hdnsyn till ordningen, ar

(&) 8 8
€®,3) = [;;j “318-3)! 3.5 0

Nér vi tar 3 kulor av de 8 kommer 5 kulor att ligga kvar i skélen.
Antalet satt att ta 5 kulor av 8 utan hansyn till ordningen ar

€@, 5) = (ij 8! 8! _s56

~51(8-5)1 51-31

8 8 8 8
Vi ser att = som kan skrivas =
3 5 5 8-3

Allmént géller att antalet satt att vélja k element av n och antalet
satt att valja (n — k) element av n ar alltid detsamma.

. n n
Symmetri ger att [k} = [n B kj

Tolka och berdkna med hjalp av en formel.
Kontrollera med digitalt verktyg.

30
a) P(7,3) b) (12] ¢ C(15,13)

a) P(7,3) ar antalet satt att vélja 3 element av 7 givna med hénsyn till ordningen.

7! =210 Kontroll: O nPr(7, 3)
7-3)! =210

P(7,3) =

Svar: Antalet permutationer ar 210.

30
b) (12] ar antalet sétt att vdlja 12 element av 30 givna utan hénsyn till ordningen.

(30] 30! 30! _ nCr(30,12)

= = 12130 _12)! ~121-181 86493225 Kontroll: © — 86493225

Svar: Antalet kombinationer dr 86493 225.

c) C(15, 13) ar antalet sétt att vdlja 13 element av 15 givna utan hansyn till ordningen.

15 15! 15!  nCr(15, 13)
€(15,13) = (13] =131@5_13)1 _131.21 105 Kontroll: © o

Svar: Antalet kombinationer dr 105.

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA



2135

2.1 KOMBINATORIK

Hur manga sexsiffriga koder finns det med siffrorna 0-9
om varje siffra endast far férekomma en géng?

Lo6s uppgiften med formeln for antalet permutationer.

Antalet permutationer av 6 element ur 10 givna ges av

10!

P(10,6) = ————— = 151200

(10 -06)!

Svar: Det finns 151 200 sexsiffriga koder.

Agnes har 30 pocketbocker i sin bokhylla. 10 av dem ar pa engelska
och resten ar pa svenska.

Pa hur manga satt kan hon vélja bocker om det ska vara

a)
b)
)

a)

b)

)

en bok pa engelska och en pé svenska
tva bocker pa engelska och fyra pa svenska
tva bocker pa engelska eller fyra pa svenska?

Hon har 10 bocker pa engelska och 30 — 10 = 20 bocker pa svenska.

Multiplikationsprincipen ger antalet moéjliga sétt:
1020 = 200

Svar: Det finns 200 séitt.

Multiplikationsprincipen ger antalet moéjliga sétt:

10) (20)__ 1o 200 _ -
[zj (4]—2,(10_2)! TG0 4y = 454845 = 218025

Svar: Det finns 218 025 sitt.

Additionsprincipen ger antalet mojliga satt:

10 20
(2)+(4] = 45 + 4845 = 4890

Svar: Det finns 4 890 sitt.

Engelska = Svenska
Antal pocketbdcker 10 20
Antal att vilja 2 4
Antal satt (120] [240] Ordningen spelar ingen roll.
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2136| Beridkna och tolka.

2137

2138

2139

a) P(8, 3) ¢ C(13,3)
b) (150j P, 7)
.. 8!
Berdkna 21,61
Visa hur man berdknar med en formel.
a) P(9,2) b) C(7,3)
Bestam
a) P(5, 1) b) P(5, 5) ¢) P(5,0)

2140/ Lasse ska gora en bukett. Han har 15 olika

2141

2142

2143

92

blommor att vélja bland.

P& hur manga sétt kan han vélja blommor
till buketten om den ska besta av

a) 10 blommor
b) 5 blommor?

¢) Kommentera resultatet i a) och b).

Forenkla uttrycken sé langt som mojligt.

144!
16!-17-18 b) ——
a 7 ) 131
Ett test har tio fragor, dér svaret pa varje

fréga dr antingen rétt eller fel. For godként
kravs minst 7 ratt, varav 3 ratt ska vara
bland de 5 forsta uppgifterna och 4 ratt
bland de 5 sista uppgifterna.

P& hur manga sétt kan man fa precis
7 ratt och bli godkand?

Vilka av alternativen A-F ger samma antal?

A Antalet sétt att vilja 4 element bland
20 utan hansyn till ordning.

B Antalet sétt att vélja 4 element bland
20 med hénsyn till ordningen.

C Antalet permutationer av 4 element
bland 20.

20 20! 20!
D[4J . 41.16! : (20 - 4!

2144 Anvind symmetriegenskapen for att
bestdmma vilka tal som kan std i rutorna.

G
B
o[BG

2145 Under en period spelar fotbollslaget i en
stad fem hemmamatcher och basketlaget
spelar sju hemmamatcher.

Pa hur manga satt kan Melvin vélja att g&
pa hemmamatcherna om han véljer

a) en fotbolls- och en basketmatch
b) tva fotbolls- och tva basketmatcher
¢) tre fotbolls- eller fyra basketmatcher?

2146 Vilka berdkningar ger samma svar?

A P(8,5) D C(8,5)
8! 8
5 313 . [;;j
C P@8,3) F_8
’ (8-5)!
2147 Forenkla uttrycken sa langt som mojligt.
(n+1)! (3
) n-D!-n b) én! [ 3

2148 a) Bestam virdet pa k om
5-914+5-8!=k-8!
b) Visaatta - n! + a(n + 1)! kan skrivas
a-n'-Mn+2)

10 10
2149 a) Visa att [ J = [ ) oma = 4.
a 10-a

n—-k
arheltal, n > 1 och k > 0.

b) Visa att (ZJ = [ n jdéir n och k
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2150/ Lena ska bjuda 7 personer till en fest. Hon

valjer bland 12 kompisar, dér Nils och Sally
ingdr. Hon vet att det inte &r lyckat att
bjuda dem pa samma fest.

P& hur manga sétt kan hon gora sitt val
om hon tar hdnsyn till detta?

2151 Ett innebandylag med 23 ungdomar och

tre tranare har fatt tio biljetter till en
A-lagsmatch. De undrar pa hur manga sétt
de kan lotta ut de tio biljetterna om minst
en tranare ska med.

Erik foreslar berdkningen:

23\(3 23\(3 23)\(3
o 1) "8 )l2) "7 )3
Filip foreslar berdkningen:

C(26, 10) - C(23, 10)

Forklara hur Erik respektive Filip
kan ha tankt.

2154 | Skélen innehéller 2 bl4,

3vita, 2 rosa och
5 gula kulor.

12
Tva kulor kan viljas pa ( ) J sétt.

Hur stor andel av dem ger tva kulor av
olika farg?

2.1 KOMBINATORIK

2153 Visaatt P(n,n) = P(n,n-1).

2154

5th Avenue

I
X

™)

Madison Avenue
Park Avenue

You

Chrysler building

m/ 43rd Street

42nd Street
41st Street

40th Street

() (&)

>3 >

c c

L © 39th Street
<< <<

= o

gﬂ o 38th Street
c

=

9 37th Street

36th Street

35th Street

34th Street

33rd Street

Pa Manhattan i New York ar gatorna i
kvarteren parallella. Anta att du ska ga
frén korsningen 5th Avenue och 35th
Street till Chrysler building.

Pa hur manga sétt kan du da ga den

kortaste vagen?
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Exempel

Ordnat
urval utan

upprepning

Oordnat
urval utan

upprepning

Ordnat
urval med

upprepning

94

Mer om kombinatorik

I foregdende avsnitt berdknade vi antalet permutationer och kombinationer
nér ett objekt bara kunde véljas en gdng. Vi kallar detta for att valen gors
utan terldggning eller upprepning.

Vi utékar nu med exempel nar samma objekt kan viljas flera ganger,
dvs. nér valen gors med aterldggning eller upprepning.

Lisen ska tré péarlor pa en trad. Det finns pérlor i fyra olika farger:
bla, rosa, gré och gul. O O . O

Vi berédknar antalet sitt man kan vélja de forsta tre parlorna, alltsa
antalet satt att vdlja k = 3 element av n = 4 givna.

Resultatet kommer att bero pd om valen sker med eller utan upprepning
och om vi tar hénsyn till ordningen eller inte.

1 Utan upprepning och med hénsyn till ordning
Lisen ska vilja 3 pérlor dir ordningen har betydelse. Det betyder O O
att t.ex. bld, rosa, gul och rosa, bld, gul rdknas som tva olika sétt. Qo 0’

Vi berdknar antalet permutationer av tre parlor

av fyra givna. Ordningen har betydelse.

Har raknas urvalen som olika.

_ 4! _ — _ n!
P4, 3) = a3 24 Allmant: P(n, k) TR

Lisen ska vilja 3 parlor dir ordningen inte spelar ndgon roll, vilket
betyder att t.ex. bl, rosa, gul och rosa, bla, gul rdknas som ett och
samma satt. Ordningen har inte betydelse.
Har rdknas urvalen som lika.

2 Utan upprepning och utan hansyn till ordning § §

Vi berdknar antalet kombinationer av tre parlor av fyra givna.

-4 Allmant: C(n, k) = — "

4 41
e, 3)=(3) = KA

3]~ 31(4-3)!

3 Med upprepning (aterlaggning) och med hansyn till ordning
Lisen ska vilja 3 pérlor dédr ordningen ar har betydelse och dar hon
varje gdng kan vilja bland 4 pérlor i fargerna bl, rosa, gra och gul.
Vi berdknar antalet sétt att utfora 3 val med vardera 4 olika
valmoéjligheter.

[4-4-4:43=64 Allmant: n* }
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4 Med upprepning (aterlaggning) och utan hénsyn till ordning

Lisen ska vilja 3 parlor dér ordningen inte spelar ndgon roll och dir hon
varje gang kan valja bland 4 pérlor i fargerna bl3, rosa, gra och gul.

I tabellen pé nésta sida visar vi alla sédtt som parlorna kan véljas pa.
Prickarna pa varje rad motsvarar ett sitt att vélja tre parlor.

Vi ser att det finns 20 olika sétt.

Bla parla Gra parla
[ X X ] )
[ X ) [ )
[ X ) [ )
[ X ) [ )
[ ] [ N )
[ ] [ ] [ )
[ ] [ )
[ ) [ X )
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ X )
oo 20 olika satt
[ X ) [ )
[ N J [ ]
[ ] [ X )
[ ] [ )
[ X )
[ X X ]
[ X ) [ ]
[ ) [ X )
[ X X ]

Varje rad i tabellen innehdller tre parlor och tre streck som avgransar
de fyra fargerna.

Vi kan se det som sex positioner som ska fyllas med pérlor eller streck.
Forstaraden: © o o | | |

Andraraden: o o | e | |
Tredjeraden: o o | | o |
Fjairderaden: ® o | | | e osv

Om tre pérlor ska placeras ut pa sex positioner utan hénsyn till ordning

6
kan det goras pa (3) = 20 sétt.

Allmént géller:
Oordnat
urval med (3 - 1)] =20 Allmant: (k " n—l)]
upprepning 3 k
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2155

2156

Hur manga olika koder med fem bokstéver kan man skapa
av bokstdaverna A, E, O, U, Y och X om

a) varje bokstav bara fér véljas en gang
b) varje bokstav far véljas hur manga ganger som helst?

a) Vivéljer bokstéver utan upprepning och med hénsyn till ordningen.

6!
P(6, 5) = m =720

Svar: Det finns 720 koder

b) Viviljer bokstdver med upprepning och med hénsyn till ordningen.
Till varje plats finns fem bokstéaver att valja pa.
Antaletkoder=6-6-6-6:6=6>= 7776
Svar: Det finns 7 776 koder.

Sebbe har gjort en tipspromenad med fyra fragor.
Varje fraga har tre svarsalternativ markerade 1, X eller 2.

Hur stor ar sannolikheten att fa exakt tva ratt om man

fyller i svaren helt slumpartat?

Metod 1:

Antalet mojliga sitt att fylla i svaren = 3* = 81

Antalet satt att f& rétt pa de tva forsta frigorna och fel pa de tva sista ar

1 1 2 2 Antalet satt att placera
( J[ j[ ]( ]=4 de tva fragorna som ar ratt
1 1 1 1 bland de fyra fragorna.

/

Antaletsat att A exaketva raeear | 1 | (] [ 2] (2] [ F] 22
ntalet satt att ra exakt tva ratt ar 1 1 1 1 2 -

Sannolikheten att f& exakt tva ratt = é—dl' = % =~ 0,30

Metod 2:

Vi ritar ett traddiagram och skriver

. 2 6 grenar med tva
sannolikheterna pa grenarna. £

ratt och tva fel.
P(ratt) = % och P(fel) = %

. 1122
P(2rattoch2fe1)—§ 333 6 =
24 _8 030 1212121212121212
81 27 ? 88 33 33 33 38 88 3J3J 33
bttt bt ot

Svar: Sannolikheten ir ca 30 %.
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2157] I ett handbollslag ska 4 av 16 spelare viljas

ut for ett dopningstest.
P& hur manga sétt kan spelarna viljas ut?

2158] Oscar, Inez, Ivar och ytterligare fyra
y g y

personer ska stélla sig i ko.

Pa hur manga sitt kan personerna placera
sig om vi vet att

a) Oscar stdr sist i kon

b) Inez eller Ivar stér pa den forsta platsen
ikon?

2159 Hur manga sexsiffriga koder kan bildas av

siffrorna

a)222169 b) 228869

2160 Formulera en uppgift inom kombinatorik

som kan l6sas med f6ljande berdkning
a) 5! b) 2° ¢)7-6:-5-4-3

2161 | I en klass med 32 elever ska tre av eleverna

slumpvis valjas for att presentera sina
arbeten under en lektion.

a) P4 hur ménga sitt kan de tre eleverna
viljas om man tar hansyn till i vilken
ordning eleverna ska presentera?

b) Hur stor ar sannolikheten att de tre
elever som sitter narmast dorren far
gora sina presentationer under lektionen?

2162 Poker spelas med en vanlig kortlek som

innehaller 52 olika kort: 13 spader ®,

13 hjarter 9, 13 ruter 4 och 13 kléver %,

En pokerhand har fem kort.

a) Hur ménga mojliga pokerhénder
finns det?

b) Hur méanga pokerhénder innehéller
minst ett hjarterkort?

2164/ Evy har gjort en tipspromenad med

16 fragor som ska besvaras med
1, X eller 2.

Hon péstar att

a) det finns fler 4n 16 miljoner olika
mojligheter att skriva en sadan tipsrad.
Stammer det?

b) det bara finns 17 tipsrader med minst
15 ratt. Stdmmer det?

Motivera dina svar.

2165 Andreh ska vilja nagra av de

12 bordsdekorationerna till sitt kalas.
O ¥ x O H B

P4 hur ménga sétt kan han, utan hiansyn
till ordningen, vilja
a) 3 dekorationer om minst 1 ska vara gul

b) 6 dekorationer om minst 4 av dem ska
vara bla?

2166 | 12 personer ska sétta sig pd en bank.

Av dem tillhor tvé personer familjen A,
tre tillhor familjen B och sju tillhor
familjen C.

a) P& hur ménga sétt kan de placera sig om
man vill att personer i samma familj ska
sitta bredvid varandra?

b) Hur stor ar sannolikheten att alla
som tillhor en och samma familj
sitter bredvid varandra om alla blir
slumpmassigt placerade?

2163 Fia kastar en sexsidig tarning 10 ganger.

Hur stor dr sannolikheten att tre av kasten
visar en femma?

2.1 KOMBINATORIK

2167 Hur manga binéra tal finns det som bestar

av 16 siffror varav 7 ar ettor, diar en av
ettorna ar placerad som forsta siffra i talet?

2168 Linn bakar tio cupcakes. Det finns fyra

mojliga dekorationer.

P& hur manga sétt kan dekorationerna
fordelas om

a) alla dekorationer inte behover anvéindas

b) alla dekorationer méste anvandas?
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Poker och Yatzy

Poker spelas med en vanlig kortlek som har 52 kort.

I kortleken finns 4 farger (hjarter, ruter, spader och klover)
och varje férg finns i 13 valorer. En pokerhand bestér
av fem kort.

Exempel 1  Tvapar i poker betyder 2 kort av en valor och 2 kort
av en annan valor, samt 1 kort av en tredje valor.

Hur ménga pokerhdnder med tvépar finns det?
Forst ska vi vélja 2 valorer av 13.

i . (13) .
Det kan goras pa 9 sétt.
Sedan ska vi vélja 2 firger av 4 for den ena valéren. Det kan géras pa (;J sétt.
Daérefter ska vi vélja 2 farger av 4 for den andra valoren. Det kan goras pa [;J satt.

Det sista kortet kan véljas pd 4 - 11 = 44 olika sitt eftersom 2 valorer inte far viljas.

13 4 4
Antalet mojliga pokerhdnder med tvépar ér(zJ : ( J : ( J - 44 = 123552

2 2

Exempel 2  Yatzy ar ett tirningsspel, ddr man kastar fem vanliga
tarningar. I spelet far man kasta tre gdnger, men vi ska
undersoka utfallen vid ett kast. Vi kallar det ett yatzykast.

Ett pariYatzy betyder 2 tdrningar med samma valor
(samma antal prickar) och 3 tdrningar med andra valorer.
De tre tdrningar som inte ingar i paret maste ha olika
valorer, annars far man ett tvapar eller en kak.

Hur manga yatzykast med ett par finns det?
Forst ska vi valja 1 valor av 6. Det kan goras pa 6 sétt.
Sedan ska vi vélja 2 tdrningar av 5, vilket kan goras pa ; satt.

De tre sista tarningarna méste ha olika valorer.
De kan véljas pa P (5, 3) sitt.

Antalet mojliga yatzykast med ett par ar

6- [Z] P(5,3) =3600.
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Tema

Nar man berdknar antalet pokerhdnder/yatzykast ‘5] Hur ménga pokerhinder har kdk, dvs. 3 kort i
med t.ex. ett par, ska de hdnder/kast som ar en valor och 2 kort i en annan valor?
battre (t.ex. tvépar) inte inkluderas i antalet.
(6 Hur manga utfall finns det vid ett yatzykast?
(1] Hur ménga olika pokerhinder finns det?

'7] Hur manga av utfallen vid ett yatzykast har

(2] Hur ménga pokerhander har a) fyrtal, dvs. 4 tarningar visar lika

a) ett par, dvs. 2 kort i en valor och 3 kort av
andra valorer

b) tretal (triss), dvs. 3 kort i en valor och 2 kort
iandra valorer

b) tretal, dvs. 3 tdrningar visar lika

¢) tvapar, dvs. 2 tarningar visar en valor och
2 tdrningar en annan valor och den sista

) B ) térningen en tredje valor
c) fyrtal, dvs. 4 kort i en valor och 1 kortien

annan valor. d) kak, dvs. 3 tdrningar i en valor och

2 tarningar i en annan valor

Hur manga pokerhdnder har e) stege, dvs. 5 tdrningar som visar 1-5 eller

5 tarningar som visar 2—-6

a) stege i fdrg (straight flush), dvs. 5 kortirad i o o
samma farg, dér ess kan vara bade 1 och 14 f) yatzy, dvs. alla tdrningarna visar lika?

b) stege, dvs. 5 kort i rad, men inte i samma firg Motivera ditt svar.

©) farg, dvs. 5 kort i samma farg? Hur stor ar sannolikheten att du i ett

yatzykast far

‘4| Beridkna sannolikheten att du far
en pokerhand med a) ett par d) fyrtal g) yatzy?

a) ettpar  d) fyrtal g) firg b) tvapar e) kdk
b) tvApar  e) stegeifirg h) kak. ) tretal f) stege
c) triss f) stege

Stammer sannolikheterna med hindernas
rangordning i poker?

L0
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2.2 Binomialsatsen och ladprincipen

Binomialsatsen

binom  Ett binom &r ett polynom som bestér av endast tva termer.

Vi ska studera utvecklingar av ett binom a + b upphoit till
ett naturligt tal n. Utvecklingarna av (a + b)" for
n=0,1,2,3och4visas nedan.

Resultatet pa en rad far vi genom att multiplicera foregdende
rad med (a + b).

@+b’=1

(@+b)l=a+b

(@ + b)?>=a®+ 2ab + b?

(@+b)?®=a*+3a*b + 3ab*> + b*

(@ + b)*=a*+ 4a®b + 6a*b* + 4ab® + b*

Vi forsoker se ett monster for att kunna forutsdga hur nédsta
utveckling ser ut. Enligt utvecklingarna ovan bér (a + b)®
b innehélla 6 termer

) innehalla termerna a® och b®

D endast ha termer ddr summan av exponenterna ar 5.

Uttrycket (a + b)® = (a + b)(a + b)(a + b)(a + b)(a + b) kan skrivas
@+b’=a+_a'b+_ab*+_a’b*+ _ab* +_b°
Hur far vi de uteldimnade koefficienterna?

Termen a*b fér vi genom att multiplicera a fran fyra parenteser
med b frén en parentes. Till exempel:

Vi Vi Vi VN
(@+bla+bla+ba@+ba+b)=..+a-aaab+..=..+ab+..
eller

YR VR
@+b@+b@+ba@+ba@+b)=..+a-a-ab-a+..=ab+..

5
Antalet sitt att valja ett b ur fem parenteser ar [ lj =5

Koefficienten for a*b ar 5.

Termen a’b” far vi genom att multiplicera a fran tre parenteser med b
fran tva parenteser. Till exempel:

R VR VR Y
@+b@+ba@+b@+b@+b)=..+a-a-ab-b+..=..+ab*+..
5
Antalet sitt att vélja tva b ur fem parenteser ar (2] = 10 satt.

Koefficienten for a®b? ar 10.
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Binomialsatsen

binomialkoefficient

Pascals triangel

Vi sammanfattar:
(a + b)° kan utvecklas och forenklas till ett uttryck med 6 termer.

Term Antal a Antal b (;,,nta:(s:)éietftﬁactite \'I‘ét“ja b)
a 5 0 [(5)] -
a'b 4 1 (SJ -
1
ab’ 3 2 (Zj -
ab’ 2 3 GJ -
ab* 1 4 GJ -
o0 5 @ )

(@ + b)° = a® + 5a’b + 10a®b? + 10a®b® + 5adb* + b°

Utvecklingen av (a + b)" beskrivs av binomialsatsen.

(N -k Lk n ny ,_ ny - n
n_ a b - n n-1 n—kpk n
(a+ b) k;}(k] (Oja +[1]a b+...+[k}a b +"'+(n]b

n
Koefficienterna ( kj i uttrycket ovan kallas binomialkoefficienter.

For att underlatta binomialutveckligar har man samlat de enklaste
binomialkoefficienterna i en tabell, som kallas Pascals triangel.

Co g (ZJ U
R ’ tﬁ)\(z/ﬁ) (;) (3)(;
R T T (R R /R
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Varje tal i Pascals triangel 4r summan av de bdda ndrmaste talen i raden ovanfor,
vilket beskrivs med Pascals formel.

Pascals formel [n} = (n - 1} + (n B 1} 1<k<n-1

k k k-1

Vi bevisar Pascals formel genom att utgd fran hogerledet.

(n-1) (n-1)  @n-D! (n-1! _
HL_( k J*[k_1]_k!(n—1—k)! T ED-D-GeD)
GRS P Gl VL B G S TGS O] k(n -1! _
Tk-1-K! T k-DIh-k)! kln-1-'(n k)  (-Dl-k(n-k!

_ (n—k)(n—l)!+ kn-1)! nn-D!'-k(n-D!'+k(n-1)!
T ki(n-k)! kKin-k)! k!(n—k)! B

n(n —1)! n! n
T k- kl(n-k)! {kj =Vi
V.S.B.

Antalet kombinationer av k foremal bland n ar lika med summan
av antalet kombinationer dér ett visst foremal ingar och de
kombinationer dir foremalet inte ingar.

Pascals formel kan alltsa ses som ett specialfall av additionsprincipen.
Exempel  Antalet sétt att vilja 3 siffror av siffrorna 1-8 utan hansyn

8
till ordningen &r [3) = 56.

D Ihur ménga av de 56 kombinationerna ingar siffran 8?

Om 8:an &r bestdmd ska 2 siffror av 7 véljas.

7
Det finns [ 2] = 21 kombinationer dir 8 ingér.

D [hur ménga av de 56 kombinationerna ingdr inte siffran 8?

Om 8 inte ingér ska 3 siffror av 7 véljas.

7
Det finns (3) = 35 kombinationer dér 8 inte ingar.

Vi ser att Pascals formel stdmmer i detta fall.

)0

56 35 + 21
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2201 Bestidm de tre forsta termerna i utvecklingen av (x + y)® med hjilp av
a) Pascals triangel b) binomialsatsen.

a) Koefficienterna for utvecklingen &r enligt Pascals triangel
1 6 15 20 15 6 1
Oc+y)° =x°"+ 6x°y + 15x*y* + ...

b) (X+y)6 i[zj n—k k
6
0

Forsta termen =

(o)}

Andra termen = [1

6

) 4y2—— Y = 15xYy?

Jess
jxy
)

Tredje termen = [

2202 Av de fem bokstédverna A, B, C, D och E ska olika kombinationer
med fyra olika bokstaver véljas ut.

5
Detta kan ske pa ( 4} = 5 sitt.

a) Thur manga av dessa urval ingér bokstaven A?
b) Ihur ménga urval saknas bokstaven A?
©) Visa att Pascals formel stammer i detta exempel.

a) Tillsammans med A ska tre av de fyra 6vriga bokstaverna véljas.
4
Antal kombinationer dir A ingér = ( 3) =4

b) Om A saknas maste de 6vriga fyra bokstéverna inga.

Antal kombinationer dir A saknas = [:j =1,

[Sj
¢ VL= =
4
HL = N 4 =1l =5
=l4] 5] =1+4=

VL = HL, formeln stimmer!

(4)-(2)+3
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2203 Bestdm med binomialsatsen de tre forsta termerna i utvecklingen
av (a-2b)*

(@a-2b)"? = (a + (-2b)*

Forsta termen = a'?

12
Andra termen = ( 1 ja“(—Zb)1 = 12a''(-2b) = —24a''b

12
Tredje termen = ( . Jalo(—Zb)2 = 664"’ - 4b* = 264a'°b?

Historik

Pascals triangel

Triangelformade tabeller 6ver binomial-
koefficinterna var kdnda langt innan Pascal
arbetade med dem. I Iran kallas triangeln
Khayyams triangel, efter matematikern
Omar Khayyam (1048-1131). I Kina

kallas triangeln Yang Huis triangel efter
1200-talsmatematikern med samma namn.

" 2 & X & &

Blaise Pascal (1623-1662) var en fransk
matematiker, fysiker och filosof. I matematiska
skrifter beskrev han teorier om bl a geometri,
sannolikhetsléra, talféljder och serier. Pascal
konstruerade &ven en rdknemaskin och gjorde
grundlaggande fysikaliska forsok dar han métte
tryck med kvicksilverbarometrar. Hans namn PR O P T L T
Pascal stdr som méttenhet for tryck. PRIR g e B e g
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2204 Utveckla med hjalp av Pascals triangel.
a) (x +y)° A c+y*
b) (x-y)° d) G+ 20°

2205 Bestam de tre forsta termerna i
utvecklingen av

a) (x+ 3y)° b) (x-3y)°

Bestam tredje och fjarde termen i

utvecklingen av

a) (c-y)’ b) (2a + 3b)*°

2207 Martin har en anstéllning dar han arbetar
tre dagar varje vecka.

a) Pa hur manga sétt kan tre av veckans
sju dagar viljas ut?

b) I hur ménga av urvalen ingér l6rdag?

¢) I hur manga av urvalen saknas 16rdag?

d) Berdkna summan av antalet urval dar
lordag ingar med antalet dir lordag inte
ingér och jamfor det med svaret i a).

EU bestar av 27 medlemslénder (&r 2023).
Till ett mote ska en representant fran fem
olika medlemslander bjudas in.

a) Pa hur ménga sitt kan de fem landerna
véljas ut?

b) I hur ménga urval ingér Sverige?

¢) T hur manga urval saknas Sverige?

2209 Formulera en uppgift med kombinatorik
som handlar om arets manader i en
vardaglig situation och som uppfyller
likheten

(- () (5]

2.2 BINOMIALSATSEN OCH LADPRINCIPEN

2210 Radn = 81iPascals triangel ser ut sa hér:
1 8 28 56 70 56 28 8 1
a) Hur ser nésta rad i Pascals triangel ut?

b) Tutvecklingen av (a + b)' finns tva
termer med koefficienten 120.
Vilka termer ar det?

2211 Bestam koefficienten for
a) x*y’ i utvecklingen av (x + )"
b) x*y* i utvecklingen av (x - 3y)’

Kontrollera med symbolhanterande
verktyg.

2212 Undersok om termen 80x’y* ingér i
utvecklingen av foljande uttryck.

a) 2x-y)° b)@2x+y)° o (c+2y)°

2213] Bestam den konstanta termen i uttrycket

1 30
x*+ —j
( x?
2214 Visa, utan att anvanda Pascals formel, att
n n-1 n-1
= +
3 3 2

2215 ] Koefficienten for x* i utvecklingen av
(ax + 3)®&r 4320.

Bestim a.

2216 a) Skriv en formeln for summan av
koefficienterna i en rad i Pascals
triangel.

b) Visa att formeln géller for alla rader n.

(1)-(:23)

2217 Visa att

()
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Ladprincipen

Exempel ~ Om en brevbirare ska lagga 6 brev i 5 brevlador,
s& maste &tminstone en brevldda innehalla
tva eller fler brev. Detta ar ett exempel pa
ladprincipen  lddprincipen som kan hjélpa oss att I6sa ménga
olika typer av kombinatoriska problem.

Om brevbéraren i stillet har 16 brev att ldgga
i de 51adorna s kommer &tminstone en brev-
14da att innehélla 4 eller fler brev.

Motivering:
16 =5-3 + 1 (3brevivarje lada och ytterligare
1 brev)

Om n + 1 foremal ska placeras i n lador, s& maste atminstone

N en l&da innehalla tva eller fler av foremalen.
Ladprincipen

Om n - k+ 1 foremal ska placeras i n lador, s& maste atminstone
en lada innehalla k + 1 eller fler av féremalen.

Ladprincipen kan tyckas sjélvklar, men tyvarr ar det inte alltid sa 1att
att identifiera vad som &r "lada" och vad som ar "féremal".

2218 Visa att i en grupp pa 13 personer har minst tva personer fodelsedag
i samma méanad.

Lador:  Arets 12 manader
Foremal: De 13 fodelsedagarna

Placera de 13 fodelsedagarna i de 12 manaderna. Enligt ladprincipen
innehaller da 4&tminstone en manad tva eller fler fodelsedagar.

2219 Vi antar att en manniska har farre &n 500000 hérstran pa huvudet.
Storstockholm har ca 2400000 invanare. Visa att &tminstone 5
av dessa invanare har exakt samma antal harstran.

Lador:  500000st, dvs. 0,1, 2, ..., 499999 harstran
Foremal: 2400000 stockholmare

Eftersom 2400000 > 500000 - 4 + 1 sa sdger 1adprincipen att dtminstone
en lada innehéller minst 4 + 1 féoremal. Det innebér att minst 5 stockholmare
har samma antal harstran pa huvudet.
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2220

Visa att om fem punkter placeras i en liksidig triangel med

sidan 6 cm, sé finns det minst tva punkter vars avstand

ar hogst 3 cm.

Triangeln delas i fyra liksidiga deltrianglar med sidan 3 cm.

Lador:

De fyra deltrianglarna (n = 4)

Foreméal: De fem punkterna (n + 1 =5)

Placera de fem punkternaide
fyra deltrianglarna.

Enligt ladprincipen innehaller
da minst en triangel tva eller fler
punkter. Avstdndet mellan tva
sddana punkter dr hogst 3 cm.

2221

2222

2223

I en lada ligger enfirgade, osorterade
strumpor i firgerna svart, vit, bld och gréa.

Hur méanga strumpor maste man ta ur
ladan for att vara saker pé att fa ett par
av samma farg?

Visa att det i en klass pé 32 elever finns
atminstone tva som har fodelsedag pa
samma datum i ndgon manad.

Till en nordisk skolkonferens kom det
sammanlagt 31 elever fran Sverige, Norge,
Danmark, Finland och Island.

Visa att ndgot land representeras av
minst 7 elever.

EU-parlamentet bestar av 705 personer

frdn 27 olika stater.

Visa att minst 27 personer kommer fran
samma stat.

2.2 BINOMIALSATSEN OCH LADPRINCIPEN

2225

T.ex. T.ex.
° A\ ° A
6 cm 6 cm

I en skél ligger 8 roda och 5 bla kulor.

Hur manga kulor maste du slumpvis
ta upp for att sakert f tva av

a) samma farg
b) olika féarg
c) varje farg?

2226

2227

Iett rum finns det n gifta par.

Hur manga av dessa 2n personer maste
véljas ut for att man ska vara séker pa att
fa minst ett gift par? Motivera.

Visa att om fem punkter placerasien
kvadrat med sidan 2 cm, sa finns det
minst tva punkter vars avstand ar
hogst V2 em.
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2228 En lada innehaller 50 trojor i fyra olika
farger.
Forklara varfor det ar
a) minst 13 tréjor av samma farg

b) minst 14 tréjor av samma firg om man
vet att det finns exakt 8 réda trojor.

Enligt SCB hade Sverige 10521556
invdnare den 27 december 2022.

Nagon dag under dret kommer
atminstone x svenska invanare har
fodelsedag.

Bestam det storsta mojliga vardet pé x.

2230 Ett schackbrade bestar av 64 rutor
fordelade pa 8 rader och 8 kolumner.
I varje ruta star hogst en pjis.

Vilket dr det hogsta antalet pjaser

som kan stdllas ut utan att

a) tva pjaser hamnar i rutor bredvid
varandra i ndgon rad

b) tva pjaser hamnar i rutor bredvid

varandra i ndgon rad, kolumn eller
diagonal?

2231/ Ett ar fanns det 8,1 miljoner personer som
var 20 ar eller dldre i Sverige.
Medianlénen bland dessa personer var da
33000 kr.

Visa att det detta ar fanns atminstone
121 svenskar som hade exakt p kronan
samma manadsinkomst.

2232 En musiker 6var 70 timmar under en
period pa 12 dagar.
Visa att hon 6var sammanlagt minst 12
timmar under tva pé varandra foljande
dagar. (Anta att hon 6var i hela timmar.)
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2233

2234

Visa att om 10 punkter placerasien
liksidig triangel med sidan 6 cm, s& finns
det tvé punkter vars avstdnd dr hogst 2 cm.

P4 Stryktipset ska man tippa om en match
slutar med: 1 (hemmavinst), X (oavgjord)
eller 2 (bortavinst).

En stryktipsrad bestér av 13 matcher.

Hur ménga rader méste man tippa for att
vara sdker pa att ha minst 5 ratt?
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2.3

mangd
element

Exempel 1

tillhor €
tillhor inte ¢

tomma
mangden, @

Exempel 2

delmangd <

Antal delmangder

akta delmangd c

2.3 MANGDLARA

Mangdlara
Mangder - nagra begrepp

Inom matematiken &r en mdngd en samling objekt. Objekten kallas
maéangdens element. En méangd betecknas ofta med stor bokstav och
elementen kan anges inom klamrar {} eller genom att ringa in

de element som tillhér méngden.

vV

mandag
fredag

torsdag tisdag
onsdag

M={(1,23,4,56,7 8,9} V = {mandag, tisdag, onsdag, torsdag, fredag}

Talet 6 ar ett element som tillhor méngden M. Det kan skrivas: 6 € M
Lordag tillhor inte mangden V. Det kan skrivas: l6rdag ¢ V
Tvé méangder &r lika om de innehaller samma element. I vilken ordning

man anger elementen eller om samma element férekommer flera génger
saknar betydelse.

Foljande méangder ar alltsé lika: {1, 1, 2} = {1, 2} = {2, 1}

Den méngd som inte innehdller ndgra element kallas den tomma mdngden
och betecknas @ eller {}.

LatA ={2,5,7} och B = {2, 5}.

Vi sdger att B dr en delmdngd till A om varje element i B ocksa ar ett
element i A. Det kan skrivas B € A. Notera att A inte 4r en delméngd av B.

Det finns atta delméangder till méngden A. De ar:

g {2} {53 {7} 2,5} {2,7} {5,7} {2,5, 7}

Den tomma méngden @ ar enligt 6verenskommelse en delméngd
till varje méngd.

Att antalet delméngder i detta fall 4r 8 kan vi forklara pa foljande sétt:
For varje element i A finns 2 mojligheter: Det tillhor eller tillhor inte
delmingden. Eftersom A har 3 element dr antalet delméngder 2° = 8.

Allmant géller:

[ En méngd med n element har totalt 2" delméngder. }

En dkta delmdngd till A &r en delméngd som inte &r lika med A. Det finns
alltsd sju dkta delméngder till médngden A. I dem ingér inte {2, 5, 7}.
Beteckningen for dkta delméngd &r c.
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mangdbyggare

110

Det finns olika satt att beskriva en mangd, t.ex:

Mingden M ={1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9} eller M = {positiva ental}
Mingden M kan ocksé skrivas med en sé kallad mdngdbyggare:

M = {x | x &r ett heltal, 0 < x < 10}

Detta utléses: Mangden M bestar av alla element x, dar x &r heltal
storre dn noll och mindre 4n 10.

Mangden M innehdller 9 element. En mangd kan ocksé innehalla
ett odndligt antal element t.ex. mangden av alla heltal.

Vissa talméngder har standardbeteckningar:

Talmangd Beteckning Beskrivning

De naturliga talen N N={0,1,2 3,4,5, ..
De hela talen 7 Z=A{.,-3,-2,-1,0,1,2, 3, ...} *ﬁ\
De rationella talen = a gj Beteckningarna

Q Q = {Alla tal ° dar aoch beZoch b o} 2" och 2 anger

_ . L positiva respektive
De reella talen R R = {Alla rationella och irrationella tal} negativa heltal.
C = {Allatal a + bidar aoch b € Roch
De komplexa talen C ) o
i ar den imaginara enheten.}

Med hjilp av standardbeteckningar kan vi skriva méngden
M={x|xeN,0<x< 10}

Figuren nedan visar att de naturliga talen N dr en dkta delmangd av
de hela talen Z, som ar en dkta delméngd av de rationella talen Q osv.

NcZcQcRcC
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2301

2302

Vi har fyra mangder:
A={a,b,c d} B = {c, d}
Stammer det att

a) BSA b) CcA
Motivera.

C=1{a,d, e} D=¢

¢c DcA?

a) Ja, B aren delméingd avA.

Motivering:

Alla elementen i méngd B ingdr i méngd A.
b) Nej, C ar inte en delméngd av A.

Motivering:

Alla element i mangd C ingdr inte i méngd A.
¢) Ja, den tomma méngden dr en delméngd av A.

Motivering:
Den tomma méangden dr en delméingd av alla méngder.

Lat A = {x | x &r ett positivt heltal och x < 5}

a) Ange alla element i mangd A.

b) Hur méanga delmangder har méngd A?

a) Mingd A innehéller bara positiva heltal som &r mindre 4n 5.

A={1,234}

b) Antal element: n = 4

Antal delméngder: 2" = 2* = 16

Svar: Mangd A har 16 delméngder.

2303 Vihar tre méngder:
M = {5, 10, 15}
N = {5, 15}
P = {5, 10, 15, 20, 25}
a) Avgor for vart och ett av foljande

pastdenden om det dr sant eller falskt.

A 10eP c20¢M

B McN DNcP
b) Hur manga delmangder har M?
¢) Ange alla delméngder till N.

2.3 MANGDLARA

2304 Skriv foljande korrekta pastdenden med
maéngdlarans symboler.

a) Talet 4 tillhor mangden naturliga tal.

b) Talet 7 tillh6r méngden reella tal.

c) Talet 7t tillhor inte méngden rationella tal.
d) {5, 10} ar en delméangd av {5, 10, 20}.

e) De reella talen ar en delméngd av de
komplexa talen.

f) Den tomma méngden &dr en delméngd
av de hela talen.
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2305

2306

2307

2308

2309

2310

112

Vilken av symbolerna € eller ¢ ska sté i
rutan?

a) 7042,5,9 17}

b) 130N

c) 91 [ {alla primtal}

d) 6 [J {x|xérenfaktori128}
e) 36 [143,6,9,12,15,...}

HV207Z

Ange de element som ingér i mdngderna

a) A = {alla positiva, udda heltal mindre
an 12}

b) B = {de tre storsta primtalen mindre
an 20}

c) C={x|xérettjaimnttal och 0 < x < 10}
dD={n|n€Z och-4<n<4}

Beskriv mdngden A med en mangdbyggare,
dvs. {x|...}

a) A

b) A = {5, 10, 15, 20, 25, ...}
¢ A=1{5,7911,13, 15}

Lat M = {Bo, My, Pi, Ia}

Ange alla delméngder till mdngden M
som har

a) 3element b) 2 element.

Hur ménga delméangder har
a) {a,a, b, c,d}
b) {x|xe N, 2 <x< 10}

Mingden M = {1, 2, 3,5, 6, 7,9, 10, 11, 13}
har en delméngd D.

Ange alla element i delmédngden D om
a)D={x|x<4}

b) D = {n | 3 &r en faktorin}

c) D = {x|xé&rett primtal}

d) D = {x| 2 delar x (dvs. 2|x)}

2311

2312

2313

2314

Hur manga méngder X uppfyller
a) {aycXc{a,b,c}
b) {1,2} =X<c{1,2,3,4,5}

Ange alla element i médngden M om

a) M={x|x€R och x*-6x-7 =0}

b) M= {x|x€Z och |x| <3}

) M={x|x=2 (mod3) och 1 <x < 10}
dM=Aa,|a,=3-2""",n€Z" och n<4}

Tva mangder ar givna
A={x|x€e2n+1dirneN och x <6}
B={x|x€e2n dirneN och 0 <x < 6}

Ar det sant att A har dubbelt s manga
delméngder som B?
Motivera ditt svar.

A={x|x=1 (mod 3)}

B={x|x=1 (mod12)}

a) Ange de tre minsta positiva talen som
ingaribade A och B.

b) Stammer det att B € A?
Motivera ditt svar.

3]
2315 Ange de element som mangderna
A, B och C har gemensamt om
A
B = {x|x(2x-12)(x-2) =0}
C={n|n=1 (mod2)}
2316 M= {x|SGD(x,60) =1 och1l <x<a}

Méngden M har 128 delméngder.
Vilket dr det minsta heltal a kan anta?
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snitt, N

union, U

differens, \

2.3 MANGDLARA

Mangdoperationer och Venndiagram

Mangderna A och B har tvd gemensamma element, 4 och 5.

B
4567
A={1,2,3,4,5} B=1{4,5,6,7}

Vi bildar en méngd av de element som tillhor bade A och B.
Den nya méngden kallas snittet av A och B och skrivs
ANnB={4,5}

ANnB

Vi bildar en mangd av alla element som tillhor &tminstone
en av médngderna A och B, dvs. tillhor A och/eller B.

Den nya méngden kallas unionen av A och B och skrivs
AuB=1{1,2,3,4,5,6,7}

Elementen 4 och 5, som
finns i bada mangderna,
skrivs bara en gang.

AUuB

Vi bildar en méngd av de element som tillhér A men inte B.
Den nya méngden kallas differensen av A och B och skrivs
A\B={1,2,3}

>
-
[v0)

Lagg méarke till att B\ A = {6, 7} # A\ B.

De kommutativa lagarna géller fér bade snitt och union.
AnB=BnA AuB=BUA
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Den mingd som innehdller alla element som kan komma ifrdga i en
grundmingd  viss situation kallas grundmdngd. Andra namn for grundméngd

ar universum eller universalméngd.

Vi utgdr fran grundmangden G = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} och bildar

en méngd av de element som ingéri G meninteiA = {1, 2, 3, 4, 5}.

komplement  Den nya méngden kallas for komplementet till A
och skrivs CA = {6, 7, 8, 9} eller A® = {6, 7, 8, 9}

Figurerna som vi har ritat for att illustrera
méngdbegreppen snitt, union,

Venndiagram  differens och komplement kallas Venndiagram.
Namnet kommer franden brittiske logikern
John Venn.

2317 Tre méngder &r givna. A = {3,5,7,9}, B ={2,4,5, 7, 8} och
grundméangden G = {1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9}.

Bestam

a) A\B b) B\A c AuB d) AnB e) B°

a) Differensen av A och B: De element som
A\B = {3,9} tillhér A men inte B.

b) Differensen av B och A: De element som
B\A={2, 4,8} tillhér B men inte A.

¢) Unionen av A och B: Alla element som tillhér minst
AuB=1{2,3,4,578,9} en av mangderna A eller B.

d) Snittet av A och B: De element som tillhér bade
AnB={57} A och B.

e) Komplementet till B: De element som tillhr grund-
B¢ = {1,3,6,9} mangden G men inte B.

John Venn

John Venn var en brittisk logiker och filosof,
mest kdnd for att ha utvecklade de diagram
som nu bar hans namn.

Ursprungligen skapade Venn diagrammen
som ett avancerat forsok att 6verfora logiska
relationer till matematisk algebra. I dag hittar
vi Venndiagram i de allra flesta larobocker

i matematik och logik.

John Venn (1834-1923)
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2318 I Venndiagrammet visas de element
som tillhér méngderna A och B.
Grundmaéngden G &r de tio forsta
bokstdverna i alfabetet:
G=1{a,b,c,d, e, f gh,i,j}

Bestim

a) AUBNANB) b) A°nB ¢ CAAUB)

a) Viska ange de element som ingdar i unionen
av A och B men inte i snittet av A och B.

AuB={a,b,c,d,ef g}
AnB={d,f}

Svar: (AUB)\(ANnB) ={a,b,c,e, g}

b) Viborjar med att bestimma komplementet till A.

A = {c, g, h,i,j} De element som tillhér grundméngden G men inte A.

Vi ska ange de element som ingar bade i komplementet till A

ochimangden B = {c, d, f, g}.
Svar: A°nB = {c, g}

¢) Viborjar med att bestimma unionen av A och B.

AuB=1{a,b,c,d,e,f g}

Vi ska ange de element som ingar i grundméangden G men inte

i unionen av A och B.

Svar: C(AUB) = {h, i,j}

2319 Tre mangder ar givna:
A=A{a,cKk, z}
B ={a, ik, p}
C=A{acp}
Bestam
a)AuC dBuC
b)AnB e) A\B
cBnC f) B\A

2.3 MANGDLARA

2320 Venndiagrammet

G
visar delméngderna A
A och B till a
grundmangden
G={0,1,2,3,4,5,6}
Bestam
a)ANB A (AUB)®
b AUB d) (AnB)¢
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2321

2322

2323

2324

Tvé méangder &r givna:
A={1,2,3,45,6}
B=15,6,738,9}

Rita médngdernai ett Venndiagram.

Delméngderna A och B delar in grund-
méngden G i fyra omraden markerade
med olika farger och siffrorna 1-4.

5.

Vilket eller vilka omraden i Venn-
diagrammet motsvarar

a)AnB c) B\A
b) AuB d) A°
Bestdm komplementet till A med avseende

pa grundméngden
G=1{1,3,5,78,10, 11, 15, 21, 45}

a) A={3,7, 15,21}

b) A = {x|x € Goch ér ett primtal}

¢) A= {x|x € Gochxérdelbart med 3}
d) A= {x|x e Goch3x e G}

Lat grundméngden vara alla postiva heltal
och

P = {x| x primtal}

A={1,3,570911,..}
T=1{3,6,9,12,15, ...}

Ange méngderna
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a) (A 9 Pn(A
bPNT dDHCANT
2]
2325 Lat A = {likbenta trianglar}

B = {liksidiga trianglar}
C = {rédtvinkliga trianglar}
Ar det sant att
a) B dr en delmingd av A
b) C dr en delméngd av A\ B?
Motivera dina svar.

2326

2327

2328

2329

Satt A={1,2,3,4,5,6,7},
B={1,3,57911} och C={2,4,6, 8}
samt bestdm mangderna

a) (AnB)uC
b (BUCNAUOC
d ANnBUCNE)

Anviand bilden till uppgift 2322 och
uttryck féljande omradden med symboler
frén méngdléran:

a) Omréde 1 och 4
b) Omrade 1 och 3
c¢) Omréde 2 och 4

Grundméngden é&r hela alfabetet.
For delméngderna A, B och C giller:

B={ab,c,d, e}
ANnB=/{a,b,d}
BnC={a}

C ar en delméngd till B.

Ge exempel pa en mojlig
a) méangd A
b) mangd C.

A, B och C dr delméangder till R.

A={x|x<6}
B={x|4<x<8}
C={x|3<x<5}

Bestim
aAuB
bpBnC

) B\C
dBUCNA

2330

2331

Ange de tre minsta positiva talen i médngden
A\B om

A={n|n€Nochn=3(mod9}
B ={n|n€Nochn =3 (mod 6)}

For tva méngder A och B géller:
A={x|0<x<10och 2|x}
B = {x|x=0 (mod a)}

Ange det minsta mojliga vardet pa a om
a>0 och AnB=.
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Mer om mangder

Exempel 1  Tre méngder &r givna:
Grundméngden G = {1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, 10}
Delméngden A = {x | x &r ett jaAmnt tal}
Delméngden C = {x | x &r delbart med 7}

kardinalitet Vi infor begreppet kardinalitet som anger antalet element i en méngd.
Maingden A, som innehéller 5 element, har kardinaliteten 5.
Detta kan skrivas |A| = 5.

Vi ritar ett Venndiagram. Mangderna
A och C 6verlappar inte varandra, dvs. A
de har inga gemensamma element.

disjunkta A och C kallas disjunkta méangder. 246810

Vi kan ocksa séga att snittet av
A och C dr den tomma méngden.

AnC=g
Vi kan berdkna det totala antalet element i unionen mellan A och C
genom att addera antalet element i de tvd méngderna.

[AUC| = |A] +|C|=5+1=6

Det finns 6 elementi A U C.

Exempel 2 IVenndiagrammet till hoger ar G
Grundméngden G = {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10} A
Delméangden A = {x | x &r ett jamnt tal}
Delméangden B = {x | x 4r delbart med 3} Zos 1o

Méngderna A och B 6verlappar varandra.
Talet 6 ingér i bdda méngderna eftersom 6
ar ett jamnt tal som ar delbart med 3.

Snittet AN B = {6}

Det finns totalt 7 elementi AU B, dvs. [AUB| = 7.

Om vi adderar antalet element i A med antalet element i B kommer
det element (talet 6) som ingéar i snittet att rdknas tva ganger.

Antalet element i unionen av A och B fér vi darfér genom:
|[AUB| = |A| + |B|-|ANB|=5+3-1=7

Antalet element Allméant galler fér tva mangder A och B

! unionen |AUB| = |A| + |B| - |ANB]
inklusion och Detta sétt att rikna kallas ocksé principen om inklusion och exklusion.
exklusion Vi inkluderar (tar med) elementen i A och B men exkluderar (tar bort)

de element som finns i bAde A och B.
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2332 I ett basketlag med 15 spelare kan 11 spela anfall och
8 kan spela forsvar.

Hur ménga spelare kan spela bade anfall och forsvar?

Om vi sitter A = {alla spelare som kan spela anfall}
och B = {alla spelare som kan spela forsvar} far vi

|A| =11 och |B| =8

|A U B| = 15 eftersom det finns 15 spelare totalt.

Vi vet att

|[AUB| = |A| +|B| - |ANnB]|
15 =11 + 8 - |AnB|
[AnB| =11 + 8 - 15
|[ANB| = 4

Antalet spelare i snittet av A och B ar 4.

Svar: 4 spelare kan spela bade anfall och forsvar.

2333 Beskriv det markerade omradet i figuren med hjilp av symboler fér méngder.

a) b)
LN

N

a) Omréadet bestar av de element som tillhor snittet av A och B,
men inte tillhér mdngden C.

Med symboler:
(AnB)\C

b) Omrédet bestdr av de element som tillhér mangden B,
men inte unionen mellan A och C.

Med symboler:
B\(AuC)
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2334 I en skola kan eleverna vélja att 14sa en eller flera av kurserna
biologi, kemi och fysik.

10 elever valde alla tre kurserna.

15 valde biologi och kemi.

20 elever valde biologi och fysik.

15 valde kemi och fysik.

30 elever valde biologi, 28 fysik och 22 kemi.
Hur ménga elever valde

a) endast biologi b) minst en av de tre kurserna?

Vi ritar ett Venndiagram med foljande

tre mingder: ‘

B = {alla elever som valde biologi}
K = {alla elever som valde kemi} "‘
F = {alla elever som valde fysik} ’

Vi borjar med att, i mitten av diagrammet, skriva in antalet som
valde alla tre kurserna.
IBNKnFl =10

Sedan anvander vi

BN Kl =15 15-10=5
IBnFl =20
IKNFl =15
20-10=10 15-10=5

for att bestamma antalet som
endast valt tvd av Amnena.
Se figuren till hoger.

Till sist anvander vi

IBl = 30, IFl = 28 och 30-5-10-10=5 22-5-10-5=2
Kl = 22

for att bestimma antalet

som endast valt ett av 28-10-10-5=3

amnena. Se figuren till hoger.

I den nedersta figuren har vi skrivit in
antalet element i alla figurens omraden.

a) Svar: 5 elever valde endast biologi.

b) Totala antalet som valde ndgon av kurserna
5+45+2+10+10+5+3=40

Svar: 40 elever valde minst en av kurserna.

BB B
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2335

2336

2337

2338

120

I en grupp med forskolebarn valjer 12 att
ha jordgubbssylt pa sin pannkaka. 10 barn
valjer att ha hallonsylt och 6 barn véljer
bada sorternas sylt.

Hur ménga barn finns i gruppen om alla
barn véljer minst en sylt?

Rita av varje Venndiagram tva ganger.

Skugga A\B idetenaoch AUB idet
andra diagrammet.

b)@

Figuren visar

Grundmingden G = {ménghdrningar}
Maéngden A = {trianglar}

Maéngden B = {fyrhorningar}
Maéngden C = {rektanglar}

O

Forklara vad det betyder att

a) méngderna A och B ar disjunkta

b) C &dr en delméngd av B.

Maiéngden A = {tal delbara med 2}
Méngden B = {tal delbara med 3}
Méngden C = {tal delbara med 5}

Vilket eller vilka avtalen 4 6 9 12 15 20
ligger i omréade:

acy
N\

a) omrade a
b) omrdde b
¢) omrade c?

2339

2340

Venndiagrammet visar hur ménga
personer som valde filmjolk (F), agg (A)
och/eller macka (M) pa en frukostbuffé.

/o)
)
.

Hur manga personer valde

a) endast 4gg

b) dgg och filmjolk

¢) macka men inte filmjolk

d) filmjolk och macka men inte dgg?

I Venndiagrammet beskriver B mangden
av de personer pé ett féretag som dger
en bil, C de som ager en cykel och M

de som dger en moped.

AR

o/

Markera omradet som motsvarar

a) de som dger bade en bil och en cykel
men inte moped

b) de som dger antingen bara en bil
eller bade en cykel och en moped.

2341

2342

Vad blir mangden P n (Q U R) lika med, om
aPcR

b)R=0
c)Q=R?
I en undersokning av 1000 hushéall fann

man att 19 % av hushéllen hade katt,
15 % hade hund och 25 % hade hund, katt
eller bade hund och katt.

Hur manga av hushallen hade bade hund
och katt?
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2343

2344

2345

Beskriv med symboler den firgade delen
av Venndiagrammet.

a) )

Visa med hjélp av Venndiagram att
A n B® = A\B for tva godtyckliga méngder
A och B.

Till en miljokonferens kom 50 gymnasie-
elever. P4 konferensen kunde de bland
annat hora foredrag om vindkraft, luft-
fororeningar och regnskogar.

Av eleverna gick 21 pa foredrag om
vindkraft, 22 om luftféroreningar

och 19 om regnskogar. 7 gick bade pa
vindkraft och luftféroreningar, 8 pa bade
vindkraft och regnskogar samt 4 pa bade
luftféroreningar och regnskogar. 3 elever
gick pa alla tre foredragen.

Hur ménga elever horde

a) endast féredrag om regnskogar

b) inget av fordragen?

2.3 MANGDLARA

2346

2347

2348

2349

Lat A och B vara delméngder av grund-
méngden G = {1, 2, 3, ..., 9, 10}.

Undersok om det finns mangder A och B
saddana att

a) |A| =4, |B| =6 och |AnB| =3
b) |A| =4, |B| =5 och |[AUB| =5
o |A|=7 |B|=5o0ch |[AnB| =1
d) |A| =7 |B] =5 och [CAUCB| =4

I Venndiagrammet ar
G = {alla fyrhorningar}
B = {alla rektanglar}

Ange den mingd som bor innehélla
a) parallellogram  ¢) parallelltrapetser
b) kvadrater

Motivera dina svar.

d) romber.

Visa med hjélp av Venndiagram att
a) (ANB)°=A°nB®

b AuB)n(BuC)=BU(ANC)
o (AUB)\C = (A\C) U (B\C)

Skriv ett uttryck for antalet element i
snittet mellan méngderna A, B och C.

A

N
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Sant eller Falskt?

-

Avgor om pastdendena dr sanna eller falska. Syftet dr att utveckla
formagan att féra ett matematiskt resonemang. Motivera dirfor svaren
med berdkningar och férklaringar.

Arbeta gdrnaipar eller grupp.

N

Antalet permutationer for ett givet urval dr
alltid storre an antalet kombinationer.

A N BochAuU B kan aldrig vara lika i ett
Venndiagram.

I en grupp om 28 personer ar det sékert att

minst tre av personer fyller ar i samma manad.

7
( 3] betyder antalet siatt man kan vélja tre

element av sju med hénsyn till i vilken
ordning de valjs.

I en skal ligger fem kulor, 2 gula och 3 bla.
Sannolikheten att fa 2 gula kulor om man
slumpmassigt tar 2 kulor utan att titta

ar lika stor som sannolikheten att fa 3 bla

om man tar 3 kulor.

n(n - 1)! kan skrivas n!

100 . 100
har samma varde som
51 49

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA

10

11

12

Om 80% av medlemmarna i en motions-
férening gar pa gym och 70 % gar pa
grupptraning, sa gar hélften av
medlemmarna pa badde gym och
grupptraning.

Om |AUB| =18, |AnB| =7o0ch [B\A| =5
sa géller |A\B| = 11.

6 personer kan séitta sig pa 6! sitt kring ett
runt bord med 6 platser.

Du tar slumpvis kulor ur skélen.

Du méste ta fler kulor for att vara saker pa att
fa tvd av samma farg dn tva av olika farg.

Utvecklingen av (a + b)" ger efter forenkling
bland annat termerna nb" och (n — 1)a"*

L



Sammanfattning 2

Multiplikationsprincipen

Ett forsta val kan goras pa p sitt och ett andra val
kan goras pa q satt. De tvé valen kan goras efter
varandra pa p - q sétt.

Additionsprincipen

Ett forsta val kan goras pa p sitt och ett andra val
kan goras pa q satt. Om antingen det forsta eller
det andra valet ska goras kan det goras pa

p + q satt.

Sannolikheter

Sannolikheten P for en hindelse H om alla utfall
ar lika sannolika berdknas
_ Antalet gynnsamma utfall
P(H) = —
Antalet mojliga utfall

Permutationer

Ett ordnat urval utan upprepning kallas en
permutation

Antalet permutationer av n element &r n!
(n-fakultet).

Exempel:
5 personer kan bilda en k6 pa 5! olika sétt.
5/=5-4-3-2-1=120

Antalet permutationer av k element ur n givna
element ar

P, ) = —

n!
(n-Kk)!
Exempel:
3 personer av 8 kan véljas med hansyn till
8!

ordningen pa P(8, 3) = @_3 olika sétt.

p(8,3)=§ —8-7-6=2336

Kombinationer

Ett oordnat urval utan upprepning kallas en
kombination.

Antalet kombinationer av k element ur n givna
element dr

n) n!
k) k!(n-k)

Exempel:
3 personer av 8 kan véljas utan hansyn till

8
ordningen pa [3] olika sétt.

8) _ __ 8 8 _
(3]_67(8’3)_3!(8—3)!_3!-5!_

Symmetri ger att:
8) 8 ) (8
3) (8-3) |5

Binomialsatsen
a@+b"=

= [n]a" + (n]a"‘lb +.+ (nJa""‘bk +...+ [n)b"
0 1 k n

Talen (Z] kallas binomialkoefficienter.

Pascals formel
ny (n- 1 N n-1
k) | k k-1
Ladprincipen

Om n + 1 féremal ska placeras i n 1ador, s maste
&tminstone en lada innehalla tva eller fler av
foremaélen.

Om n -k + 1 foremaél ska placerasi n 1ador, sd
maéste atminstone en ldda innehalla k + 1 eller
fler av foremalen.




Mangder
En méangd dr en samling objekt (element).

En méngd kan beskrivas pé olika sétt:

Z ar mangden av de hela talen.
Z=A..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}
Z = {x | x ar ett heltal}

A c B betyder att A dr en delméngd av B.

Grundméngden G ar den méangd som innehéller
alla element som kan komma i friga i en viss
situation.

Den tomma méngden @ saknar element och &r
en delméngd av varje méngd.

En médngd med n element har totalt 2"
delméngder.

Mangdoperationer och Venndiagram

1 Snittet ANB = {x | x€ A och x € B}
2 Unionen AU B = {x | x € A och/eller x € B}
3 Maingddifferensen A\B = {x | x € A och x ¢ B}

4 Komplementmangden till A
CA=A°={x|xeG och x¢A}
Dar G dr grundméngden.

G

A\B CA

Antal element i mangder

Antalet element i en méngd A kallas méngdens
kardinalitet och betecknas |A|.

For tva méngder A och B géller

|[AuB| = |A|l + |B|-|ANB|

Exempel:

Méngden A innehaller 17 element, méngden B
innehaller 12 element och snittet till
mangderna A och B innehéller 10 element, dvs.
|A| =17 |B| =12 och |AnB| =10

D4 ar antalet element i unionen

|AUB| =17 +12-10 =19

Vi inkluderar (tar med) elementeni A och B
och exkluderar (tar bort) elementeni A N B.




Kan du det har?

BEGREPP PROCEDUR

2.1 Kombinatorik Multiplikationsprincipen * berdkna antalet permutationer
. . respektive kombinationer for olika
Additionsprincipen
urval
Permutation * berdkna sannolikheten vid likformig

Kombination sannolikhetsfordelning

- " (”J * 16sa kombinatoriska problem.
n over k

n-fakultet n!

2.2 Binomialsatsen Binomialsatsen och * berdkna koefficienter till ett binom med
och ladprincipen  binomialkoefficient hjalp av binomialsatsen

Lédprincipen * anvénda ladprincipen.

2.3 Mangdléra Méngd och element * kunna beskriva en mingd pé olika sétt

Grundméngd, tom méngd * berdkna antalet delméngder av en
och delméngd given méangd

Snittet, unionen, ° avgora vilka element som tillhor
mangddifferensen och snittet, unionen, mangddifferensen och
komplement komplementet

Kardinalitet ° bestdamma antal element i mangd

Venndiagram  anvédnda principen om inklusion och
exklusion for enklare tillampningar.




Isik kommer ihég att forsta siffran i hans

fyrsiffriga pinkod ar 2.
Hur ménga mojliga pinkoder finns det om
a) alla siffror i pinkoden ar olika

b) alla siffror kan forekomma pé de
resterande tre platserna?

(2] P4 en musikfestival finns tre scener med

olika artister hela kvallen.

Alla scenerna har konserter vid samma fem
tidpunkter under kvallen.

P& hur manga sitt kan man vilja fem
konserter?

Berdkna
a) 4!-2! ¢ C(5,2)
101
b) P(5,2 d
) P(5,2) ) ( 99}

(4] P4 en arbetsplats ingér alla atta anstillda

ien utlottning av tre vinster. Varje person
kan bara fa en vinst.

P& hur manga sitt kan vinsterna fordelas om
a) alla vinster ar likadana
b) det finns en 1:a, en 2:a och en 3:e vinst?

Klas ska kopa lask och snacks till en fest. Han
ska vilja tre av fem lédsksorter och tvéa sorters

snacks av popcorn, chips, ostbagar eller notter.

P& hur manga olika satt kan han vilja sitt
inkop?

2.2 Binomialsatsen och ladprincipen

6 Utveckla

a) (1+a)° b) 2x-y)°

I en skal ligger tre roda och sju grona dpplen.

Hur ménga maste du slumpvis ta for att
sékert fa tva av

a) samma farg b) olika féarg?

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA

Testa dig sjalv 2

2.1 Kombinatorik

2.3 Mangdlara

8

10

11

Sant eller falskt? Motivera dina svar.

a) 7 € {x | x primtal och x < 10}

b) {1, 2,3} <1, 2}

c) Méngden {4, 6} har fyra delméngder.
d){x|x*+9=00ochx€eR}=@?

LatA ={1,2,3,4},B ={4,5, 6} och
C={506,7}

Grundméngden:
G={x|0<x<10 ochxeZ}.

Bestam
a)AnB
b)BuC

o CB\C
dAuB)nC

Beskriv med mangdsymboler det fargade
omradet.

A

(/

s
b)

I en friidrottsférening tévlar 150 ungdomar
i minst en av grenarna lopning, 1angdhopp
och tresteg.

85 av dem tavlar i 16pning. 7 tavlar i bade
langdhopp och tresteg, men inte i 16pning.
Hur ménga av ungdomarna tavlar endast i
antingen tresteg eller langdhopp?

127
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Utan digitala verktyg

Lit A={a,b,c},B=1{b,c,d, e, f}och
C={acd gk

Bestam

a)AuB dBnC

b) B\C e AnBNnC
¢ AnC f) AUBUC]|

Beskriv med symboler den fargade delen av
Venndiagrammet.

a) b)

$ y

I ett jaktlag jagar alla antingen alg eller
radjur och 4 personer jagar bada djuren.

Det dr 7 personer som jagar élg och 6 som
jagar radjur.
Hur manga ingar i jaktlaget?

I skolkafeterian kan man kopa ett mellanmal

for 50 kr. Man far d& antingen en dryck och
en smorgas eller en dryck, en yoghurt och
en frukt.

Det finns te, kaffe eller saft, tre olika
smorgésar, fyra yoghurtsmaker och dpple
eller banan att vélja pa.

P& hur manga satt kan man vilja sitt
mellanmal f6r 50 kr?

I en godispése ligger 10 r6da, 10 gréna och
10 gula karameller av samma typ. Du tar,
utan att titta, karameller ur pasen.

Hur ménga méste du ta for att vara séker pa
att fA minst 5 av samma farg?

I en l4da med atta nya batterier har det
hamnat tva gamla som ska slédngas. Du tar
tre batterier ur 1ddan.

Hur ménga sddana urval

a) ar mojliga

b) innehéller bara nya batterier

¢) innehaller minst ett gammalt batteri?

Utveckla

(3] o[,)
o (3 el

Hur ménga permutationer finns av de fyra
symbolerna, om de ska placeras pa rad?

a v S A 4
b) ¢ d)

Varfor ar alla fakulteter utom 1! jamna tal?

10

11

12

Visa att

2_2 m m
a) m° = 5 +(1]
[ZnJ [2n—1
b) =2
n n-1

A och B dr méngder.

J forallan > 1.

a) Beskrivinneborden av méngddifferensen
(Au B)\ (AN B) med ord.

b) Vad innebar (AUB)\(ANB) =@ ?

Gar det att hitta méngder A, B och C som
uppfyller

AuC=BuUCoch AAC=B\CochA#B?
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Med digitala verktyg

En traningsgrupp i fotboll bestar av 20
utespelare och en mélvakt.

P4 hur manga sétt kan ett 11-mannalag
véljas ut om man inte tar hansyn till att
de tio utespelarna helst vill spela pa vissa
positioner?

Berdkna och beskriv vad du berdknat.
19
a
()
En undersokning infor en friluftsdag,
iarskurs 4, visar elevernas val.

b) P(19, 6) c) €(19, 6)

65 % vill ka skidor

55 % vill aka skridskor

25% vill dka bade
skidor och skridskor.

a) Rita ett Venndiagram som presenterar
undersokningen.

b) Hur manga procent av eleverna vill varken
aka skidor eller skridskor?

Vi 9) 9
a) Visa att 3]~ s

b) Beskriv en vardaglig situation dar

? och 0 ar lika.
3 6

Utveckla
a) (3x*-y")’ 9 (x-y)*
b) (a + 2b)® d) (* + 3w)®
Utveckla och foérenkla uttrycket.
(x+ h)6 - x®

h

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA

Joel ska lyssna pé fem ljudbocker. Det finns
35 bocker som han ar intresserad av.

Han péstar att det finns nistan 39 miljoner
sétt att valja ut fem bocker. Stimmer det?

G = {alla trianglar} P

A = {likbenta trianglar} A

a) Var bor de liksidiga
trianglarna finnas?

b) Var bor de ratvinkliga
trianglarna finnas?

¢) Vilka trianglar ar det firgade omradet?
Motivera dina svar.

Minniskans DNA bestér av en 1,5 m 1ang
spiral med miljarder baspar ("stegpinnar”)
med beteckningarna AT, TA, CG och GC.
Bokstidverna A, T, C och G star for adenin,
tymin, cytosin och guanin. I DNA-spiralen
finns ca 30000 gener insprangda.
Ordningen mellan basparen, tagna i grupper
om tre, talar om vilket protein som ska
byggas. Sa ger t.ex. sekvensen TAC TTG
TTT CAC ett visst protein.

a) Hur ménga”ord” med tre bokstaver kan
skrivas med det genetiska alfabetet
A, T, Coch G?

b) Hur manga av orden med tre bokstéver
innehéller exakt ett A?

¢) En gen som beskriver hur ett visst protein
ska byggas innehéller 200 ord med tre
bokstaver. P4 hur manga sitt kan en sddan
gen vara uppbyggd?

En familj pa fem personer cyklar efter

varandra pa en smal landsvég.

a) P4 hur manga sétt kan familje-
medlemmarna placera sig?

b) Pa hur manga satt kan de placera sig om

det yngsta barnet ska cykla nast forst eller
i mitten?
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I en matematik 5-grupp finns 13 TE-elever
och 15 NA-elever.

a) Pa hur ménga sétt kan tva TE-elever och
tva NA-elever viljas ut till en tavling?

b) Hur stor ar sannolikheten att det blir just
tva TE-elever och tva NA-elever om fyra
elever slumpmassigt véljs ut ur gruppen?

Skriv talen 1, 2, 3, 4, 5 och 6 pé lappar och
valj fyra av lapparna.

Visa att minst ett par av dessa lappar ger
summan 7.

De 29 eleverna i en gymnasieklass fick efter
sommarlovet ange om de jobbat, pluggat
respektive rest utomlands pa lovet.

13 elever hade jobbat, 11 hade varit
utomlands och 9 hade pluggat. 3 hade rest
och pluggat, 4 hade jobbat och pluggat och

5 hade jobbat och rest. En elev hade gjort alla
tre sakerna.

Hur ménga av eleverna hade varken jobbat,
pluggat eller rest?

I den férenklade utvecklingen av (x + 2y)"
finns en term k - x*y'!

Bestam talet k.

Faktorisera

a)nl-(n-n! bn+2)!-2-n!

Rita méngderna A, B och Ciett Venndiagram
sa att de uppfyller

AnNBNnC=@,B\A=@ och @ c(AnC)
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Bridge spelas med en vanlig kortlek, 52 kort.
En bridgehand har 13 kort.

a) Hur ménga bridgehinder finns det?

b) Hur manga bridgehdnder har fordelningen
4-3-3-3,dvs.4avenfiargoch3avde
ovriga?

¢) Hur ménga bridgehénder innehéller minst
ett hjarterkort?

Visa med ett Venndiagram att
aaAn(BuUC)=(AnB)U(ANC)
b)AuBnNnC)=AUB)N(AuC)

Tolv lander ar inbjudna till en konferens.
Varje land representeras av tre personer.

Forsta dagen hélsar alla, utom de frdn samma
land, pa varandra en gdng med att ta i hand.

Hur manga handhélsningar gors denna dag?

Visa att i en decimalutveckling av ett brak,
t.ex.; — 0,714 285 714 285 ...

kommer en grupp av decimaler att upprepas.

Varje l6rdag saljer Ogbus bageri nybakade
ragbullar, sesambullar, tekakor, gifflar och
surdegsbullar.

PA hur manga sitt kan man kopa ett dussin
(12 st) av det nybakade brodet?

Till en golftavling kommer 18 personer.
Forsta dagen ska de spela tillsammans tre
och tre.

a) P& hur ménga sitt kan grupperna
(3-bollarna) arrangeras?

b) Den storsta sponsorn kraver att de
4 bast rankade spelarna inte ska spela
tillsammans. P4 hur ménga sétt kan
grupperna arrangeras om man tar hansyn
till detta?

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA



Utan digitala verktyg

Skriv talet
a) 1101 , med basen 10
b) 45, med basen 5.

LatA={1,2,3,4},B=1{4,5, 6}
ochC={5,6,7}.

a) Bestim (AuB)NnC
b) Bestaim (ANB)uC

Ar det sant att om du drar 12 kort frén
en vanlig kortlek s& maste minst 2

av korten ha samma valor?

Motivera ditt svar.

En talfoljd dr definierad rekursivt
pa foljande satt

a =2
a,,,=a,-n+3

a) Bestam a,

4

b) Berdkna Zan

k=1

Bestdm den andra och den fjarde termen i

utvecklingen av (2a + 3b)°.

Berdkna
8! 201!
2 b) 222
iy ) 1901

10

a) Rita ett Venndiagram med tre mangder
A, B och C, dér alla méngderna har ndgra
gemensamma element.

Foljande géller for méngderna:

|[AuC| =61 IAnC| =8
[BN\ANC| =3 [C\B)nA| =1
|[AnB| =23 [C\A|] =10

b) Berdkna antalet element i delméngderna
(AN B)\C respektive AnBNC.

¢) Beskriv med symboler den delméngd
dér antalet element inte &ar ként.

Visaattom a=b (mod 6) och c=d (mod 6)
sd ar

a)a+c=b+d (mod®6)

b) ac=bd (mod 6)

11

12

Bevisa med ett induktionsbevis att formeln

D 4.5 =571 giller.
k=1

n+1 n n
Visaatt( ]= + dirl1<k<n.
k k-1 k

Med digitala verktyg

Visa att om bade a och b ar delbara med k,

sé dr dven (xa + yb) delbart med k,
da x och y ar heltal.

Figuren visar en foljd av
cirklar och kvadrater
(inskrivna i varandra).
Den yttersta cirkeln,
med radien r, har
omkretsen O, = 27r.

Bestim
a) O, b) O

n

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA

Disa ska vilja ut nigra tavlingar att delta i.
Hon valjer bland sju olika halvmaratonlopp
och bland maraton i New York, London, Paris,
Berlin eller Stockholm. Ingen av tévlingarna
dger rum pad samma dag.

P4 hur manga sitt kan hon vélja
a) 5 tavlingar att delta i

b) 2 maraton och 3 halvmaratontévlingar
att delta i?

T 500) (500
rank pastar att 200 = 300

Stammer det? Motivera.
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I en geometrisk talfoljd &r det andra talet
a, = 6 och det femte talet a, = 162.

Berdkna summan av de tio forsta talen i
talfoljden.

En patient far, var sjétte timme, medicin i
form av en tablett pd 200 mg. Nér 6 timmar
har gatt aterstar det 20% av den tidigare
medicinen i kroppen.

Hur stor méngd medicin har patienten
ikroppen efter

a) 5 tabletter b) 50 tabletter?

Till en teaterfestival kommer bade barn och
vuxna. Nagra har rest till festivalen och
andra bor i ndrheten.

Héndelse A:
En slumpvis vald person ar ett barn.
Héandelse B:
En slumpvis vald person bor i ndrheten av
festivalen.
Berédkna och tolka
a) P(AU B) om
P(A) =0,5 P(B) =0,8 och
P(ANnB) =0,6
b) P(AN B) om
P(A) = 0,6 P(B) =0,7 och
P(AuUuB) =09

Tvé lag, A och B, har vardera 11 spelare.
Ett kombinerat lag pa 11 spelare ska utses
fran dessa bada lag.

P4 hur manga sétt kan detta ske om bada
lagen ska vara representerade?

For lange sedan genomforde en liga i USA ett
bankrén. Efter ranet delade de bytet exakt
lika mellan sig.

Bytet bestod av 220 endollarsedlar, 165
femdollarsedlar och 253 tiodollarsedlar.

a) Hur ménga personer ingick i ligan?
b) Vilket belopp fick varje person?

Nér Robin fyller ar bjuder han négra av sina
arbetskamrater. Vilka som kommer utgor en
delméngd av vilka som &ar bjudna.

a) Han bjuder Alva (A), Bengt (B) och Carro
(C). Skriv upp alla mojliga delméngder.

b) Hur manga delméangder finns det om han
bjuder fem personer?

c) Forklara varfor antalet delmangder
fordubblas om han bjuder sex i stéllet
for fem personer.

d) Hur ménga personer maste han bjuda
for att antalet delméngder ska 6verstiga
100000?

Antalet mojliga placeringslistor efter en
tévling okar med antalet deltagare. Vi
forutsatter att det inte finns négra delade
placeringar.

a) Hur manga olika placeringslistor kan bildas
om antalet tdvlande &r 4 respektive 5?
b) Ange en rekursiv definition av antalet

placeringslistor beroende pa antalet
deltagarea,.

N |©

En pythagoreisk
trippel &r tre positiva
heltal som uppfyller
villkoret a

a+b=c

b

Talen 3, 4 och 5 &r ett exempel pé en
pythagoreisk trippel eftersom
3+4=5

Det finns odndligt manga pythagoreiska
tripplar.

a) Visa att pastdendet
"Det finns inga pythagoreiska tripplar med
enbart jamna tal” ar falskt.

b) Visa att pastdendet
"Det finns inga pythagoreiska tripplar med
enbart udda tal” ar sant.

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA



I en skal ligger 17 hallonbétar och 12
lakritsbéatar.

Utan att titta tar du sex godisbatar.
Hur stor ar sannolikheten att du far
a) tre av varje sort

b) tvé hallon och fyra lakritsbatar?

Edvin kastar tre vanliga tdrningar.
a) Hur ménga utfall finns det?
b) Hur manga utfall ger summan 8?

I ett flyktinglédger bor 3000 kvinnor, mén,
flickor och pojkar. Antalet flickor och
kvinnor tillsammans dr detsamma som
antalet pojkar och mén tillsammans.

Antalet vuxna ar 50 % fler 4n antalet barn
och 2/5 av barnen ar flickor.

Hur manga kvinnor och barn bor det
sammanlagt i lagret?

Bestdm heltalet x om

a)x=2 (mod3) x=4 (mod5)
och 0<x<15

b) x=14 (mod15) x=5 (mod 8)
och 0 <x<120.

Tre pojkar och fyra flickor ska sitta pa sju
numrerade platser pa en biograf.

Pa hur manga sétt kan detta ske om
a) de far sitta hur de vill

b) flickorna ska sitta till hoger och pojkarna
till vanster

c) de ska sitta flicka — pojke — flicka osv.
d) den langste pojken ska sitta i mitten

e) tva av flickorna tvunget ska sitta bredvid
varandra?

Visa med ett induktionsbevis att n(n* + 2)
ar delbart med 3 for alla positiva heltals-
vérden pa n.

Berdkna C,om
n+2)C , =@n+2)C C,=1

n+1 0

KOMBINATORIK OCH MANGDLARA

En konstnérinna har sju olika farger pa

sin palett. Hon ska méla en tavla med ett
geometriskt monster och funderar pa hur
maénga av sina sju farger hon ska anvénda.

P4 hur ménga sitt kan hon vélja farg till
tavlan?

Talet 1/x déar x # O kallas det inverterade
talet till x. Talen i den geometriska talfdljden
8,12,18,27, ... ochiden aritmetiska
talfoljden 8,12, 16, 20, ... inverteras.

a) Undersok om den inverterade talféljden
fortfarande &r geometrisk respektive
aritmetisk.

b) Vilj en egen geometrisk och en aritmetisk
talfoljd, som du inverterar.

Vad upptéacker du?

¢) Visa vad som géller om man inverterar
en godtycklig geometrisk respektive
aritmetisk talfoljd.

Forhéllandet mellan sidornas léngder,
a och b, for ett rektangulart pappersark i
A-serien dr 1:~/2

¢ Formatet AO, som ar det storsta formatet,
har arean 1 m?.

e Al-formatets langsida &r lika ldng som
AO-formatets kortsida.

e A2-formatets ldngsida ar lika 1dng som
Al-formatets kortsida osv.

a) Berdkna sidornas langder for formaten
A0, A1, A2, A3 och A4.

b) Utga fran AO-formatet och formulera en
rekursiv definition av sidornas ldngder,
a och b for A -formatet.

Tva olika talf6ljder innehaller bada talen
a och b.

Talfoljden ...,-1,a, b, x, ... ar aritmetisk.
Talf6ljden ..., y,a, b; 12,5; ... ar geometrisk.

Bestam talen x och y.

Visa att 2"(5*" — 22" ir delbart med 7 for alla
positiva n.
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