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Kapitel 1
1103 A Lésning:

42 ar delbart med 14 om det
finns ett heltal k sddant att

42 =k-14
42=3-14
V.S.B.
B Lésning:
x =4 ger
VL=6-4-20=24-20=4
HL=4
VL =HL

Alltsé har ekvationen roten
x=4.
V.S.B.

C Losning:
Fran borjan:
Basen b och hdjden h.
Arean A, = bh
Efter fordndring:
Basen 2b och héjden 2h.
Arean A, = 2b - 2h = 4bh
A,=4A,, dvs. arean blir fyra
ganger sd stor.
V.S.B.

D Lésning:
Det racker med att hitta
ett exempel.
a*+ b%*=c?och
a=3,b=4,c=5ger
VL =32+4%=25

HL=52=25
VL =HL
V.S.B.

1104 A Sant pastdende.

SVAR

B Inget pastdende eftersom det
varken &r sant eller falskt.

C Sant pastdende.
D Falskt pastaende.

E Sant péstdende.
Losning:
Det réacker att hitta ett
exempel.
a=1ochb=2ger
a+b=1+2=3
ochab=1-2=2

1105

1106

1107

1108

Losning:

T.ex. hartalen 1, 2,4 och 6
summan 1+2+4+6=13
som inte dr delbart med 2.

En rektangel ér en fyrhorning
med parvis parallella sidor, dar
alla vinklar ar rdta.

Losning:

51=3-17
51 4r alltsa delbart med bade
3och 17.

A Lésning:
VL =
=(@+b’=(@+ba+b)=
=a*+ab+ba+b*=
=a’+ 2ab + b* = HL
V.S.B.

B Lésning:
VL= (a+b)la-b) =
=a’-ab + ba-b>=
=a’>-b*=HL
V.S.B.

C Losning:
VL =2'=16

HL=2°+5-2=8+10=18
VL < HL
V.S.B.

1109 A Péastdendet ar falskt.

Losning:

Kalla faktorerna a och b.
Deras produkt frén borjan ar
daab.

Om a 6kar med 20% och b
minskar med 20 % blir den
nya produkten

1,2a-0,8b = 0,96ab

Produkten har alltsd minskat
med 4%.

Pastdendet dr motbevisat.

1110

1114

B Péastdendet ar sant.

Losning:
Frén borjan:
Taljaren a och nimnaren b.
Kvoten = &
Efter fordndring:
Téljaren 1,2a och ndmnaren 0,8b.
Kvoten = L2a 1,52
08 b

Kvoten har 6kat med 50 %.
V.S.B.

Losning:

Det riacker att visa att det finns
ett tvasiffrigt tal som pastdendet
stammer for.

Prévning ger:
x=10ger4-x + 12 = 52.
Ej ett kvadrattal.

x =11 ger 4-x + 12 = 56.
Ej ett kvadrattal.

x =12 ger 4-x+ 12 =60.
Ej ett kvadrattal.

x=13 ger 4-x + 12 = 64.
Ett kvadrattal (64 = 8%).
V.S.B.

a)=>
Motivering:
Om Kim bor i Malmo medfor
det att Kim bor i Sverige.

Om Kim bor i Sverige behover
det inte medfé6ra att Kim bor i
Malmo.

b) <
Motivering:
En likbent triangel har minst
tvd men inte sikert tre vinklar
som ér lika stora.

En triangel dér vinklarna ar
lika stora &r alltid likbent.

¢) Varken eller.
Motivering:
Ekvationen x-1 =9
har roten x = 10.
Ekvationen 8 - 2x =x-7
har rotenx = 5.




d)=

Motivering:

x > 0 medfor att x> 0.
Omvindningen géller inte
eftersom x? > 0 ocksd kan
medfora att x <0,

tex. 9 = (-3)°

e) &

Motivering:

narudda = n =2k + 1 och
n=2k+1 = nérudda
)=

Motivering:

y=x+ 2 medfér y'=1.
Omvéandningen galler inte.
Det finns flera funktioner
vars derivata ar 1,

tex. y=x+1.

ge

Motivering:

lgx =2 = x =100 och
x=100 = lgx=2

1115 a)3x+7=x+1 =

2x=-6 => x=-3

bx=-3 = 2x=-6 =

3x=x-6 =>3x+7=x+1

c) Ja.

x+7=x+1<x=-3

1116 a) Bevis:

Ettjamnt tal: 2n (n heltal)
Ett udda tal: 2k + 1 (k heltal)
Bevis:
2n+2k+1=2n+k)+1=
=2m+1

(m ar ett heltal eftersom

n och k ar heltal)

Summan ar ett udda tal.

V.S.B.

b) Bevis:

Tva udda tal:

2n+1och 2k +1

(n och k ar heltal)
@n+1DRk+1) =
=4nk+2n+2k+1=
=2@nk+n+k)+1=
=2p+1 (p=2nk+n+k
Produkten ar ett udda tal.

V.S.B.

1117 a) Losning:

1118

1119

1120

Vi bevisar pastéendet:

Ett jamnt tal kan skrivas

x = 2n, dar n ar ett heltal.
Kvadraten pa talet: (2n)* = 4n*
4n” ar delbart med 4 eftersom
det innehéller faktorn 4.

V.S.B.

b) Losning:
Det racker att hitta ett
motexempel.
Kvotené = % = 1,5 ar inte
jamn.
A+ B+ C=180°
(vinkelsumma)
A+ B+ 90° =180°
A+ B=90°

sin(A + B) =sin90° =1

V.SV.

a) Triangeltal: n(n + 1)/2
Kvadrattal: n®

b) Slutsats: Summan av tva pa
varandra foljande triangeltal
ar ett kvadrattal.

c) Losning:

Summan av tva pé varandra
foljande triangeltal:

(n-1n " nn+1) _

2 2
_ n’-n+n’+n
B 2
Summan ar ett kvadrattal.
V.S.B.

:ﬁ = n?
2

a) Losning:
B

c A
b

Om triangeln ar ratvinklig
ger cosinussatsen att
c?=a?+ b*-2abcosC =
=a?+ b?-2ab cos 90° =
=a?+b*-2ab-0=a’+b*
V.S.B.

1121

1122

b) Losning:
B

c A
b

Om Pythagoras sats ar
uppfylld, dvs. ¢* = a* + b?,
ger cosinussatsen
c¢2=a*+ b*-2abcosC

att cos C =0, dvs. C =90°
V.S.B.

Losning:

Tva pa varandra f6ljande jamna
tal kan skrivas 2n och 2(n + 1),
dér n &r ett heltal. Produkten
blir:
2n-2m+1D=2-2-nn+1) =
=2:2-2-m

Den sista likheten motiveras av
att antingen n eller (n + 1) ar
ett jamnt tal.

8m &r delbart med 8.

V.S.B.

Hon har rétt.

Losning:

Om n dr ett jamnt tal:

n = 2k, dar k ar ett heltal.
Uttrycket kan skrivas:

@Qk) +7-2k+12=
=4k* + 14k + 12 =

=2(2k* + 7k + 6)

Det sista uttrycket ar ett jamnt
tal eftersom det innehaller
faktorn 2.

Om n ar ett udda tal:

n =2m + 1, dér m éar ett heltal.
Uttrycket kan skrivas:
@m+1D*+7Cm+1) +12=
=4m’+4m+ 1+ 14m +
+7+12=4m’+ 18m + 20 =
=2@2m* + 9m + 10)

Det sista uttrycket ar ett jaimnt
tal eftersom det innehaller
faktorn 2.

Lilis pastdende stimmer for alla
mojliga virden pé n.

V.S.B.

SVAR



1123

Bevis:

n-n=nn-1) =
=nnh-1Dn+1)

Uttrycket kan skrivas som en
produkt av tre pa varandra
foljande heltal varav ett méste
vara delbart med tre. Darfor
maste hela uttrycket vara
delbart med 3.

(Ar n =0 &r uttryckets virde
noll vilket 4r delbart med tre)
V.S.B.

1203

1204

1205

1206

SVAR

a) B och E ar primtal.
Motivering:
Béde 11 och 23 &r positiva
heltal storre &n 1 som bara
ar delbara med sig sjilva och
ett.

b) A och D 4r sammansatta tal.
Motivering:
A9=3-3
D 35=5-7
Kommentar:
C -12 ar varken ett primtal
eller ett sammansatt tal
eftersom det &r mindre &n 1.

Nej, det har han inte.
Motivering:

6 ar inte ett primtal, det kan
skrivas6 =2+ 3.

En fullstandig uppdelning av
210 i primtalsfaktorer ar:

210=2-3-5-7

a)

b)54=2-3-3-3
01,2,3,6,9,18, 27 och 54

a) 11, 13, 17, 19, 23 och 29
b) 97

1207

1208

1209

1210

1211

1212

A 15 ar delarei1170.
Motivering:
1170 innehaller alla
faktoreril5 (= 3-5).

B 20 ar inte delare i 1170.
Motivering:
1170 innehéller inte alla
faktoreri20 (= 4-5).

C 30 éardelarei1170.
Motivering:
1170 innehaller alla
faktoreri30 (=2-3-5).
D 39 ar delarei1170.
Motivering:
1170 innehéller alla
faktoreri39 (= 3 - 13).

E 72 &rinte delarei1170.
Motivering:
1170 innehaller inte alla

faktoreri72(=2-2-2-3-3).

Jonna har fel.

Motivering:

T.ex. talet 20 ar delbart med
4 och 10 men inte med 40.

Det géller for talen 12, 18, 24,
30, 36, 42 och 48.

a)Ja, 2n—1 ar udda.
Motivering:
2n dr ett jamnt tal om n ar
ett heltal, alltsd ar 2n -1
udda.

b) Ja, 2n — 2 dr jaAmnt.

c) Nej, det kan inte avgoras.
Motivering:
Om n &rjamntsd ar n—1
udda. Om n ar udda sa ar
n-1jamnt.

d) Nej, det kan inte avgoras.

Losning:

Det finns flera mojliga svar
eftersom105=1-3-5-7.
T.ex:

Tvd barn 7 ar och 15 &r eller
tre barn 3 ar, 5 ar och 7 ér eller
fyrabarn 1 ar, 3 ar, 5 ar och

7 &r.

a)116435=5-11-29-73
b) -

1213

1214

1215

1216

1219

1220

Férklaring:

Av tre pa varandra f6ljande tal
ar (minst) ett jaimnt (delbart
med 2) och ett delbart med 3.
Produkten ar darfor delbar med
2-3=6.

a) 11 och 13, 17 och 19,
29 och 31, 41 och 43,
59 och 61, 71 och 73

b) 617 och 619

T.ex. 7 och 14

Ledtrad:

Talet méste innehalla 7 som
en faktor.

Losning:

Antaatt x—-y =2n + 1,

dar n &r ett heltal.

Fall 1, x dr jamnt:

Om x dr jamnt kan det skrivas
x = 2k, dar k &r ett heltal.
x-y = 2n + 1 kan da skrivas
2k-y=2n+1 <
y=2k-n-1

y maste vara udda.

Fall 2, x drudda:

Om x ar udda kan det skrivas
x = 2k + 1, dar k ar ett heltal.
x-Yy = 2n + 1 kan da skrivas
2k+1-y=2n+1<
y=2(k-n)

y maste vara jaimnt.

Alltsd méste ett tal vara jamnt
och ett vara udda.

V.S.V.

a)Ja

b) 78 har siffersumman 15.

c) Ja

d)78=2-3-13

C 6637 dr ett primtal.
Motivering:

A och D har en siffersumma som
ar delbar med 3.

B dr jamnt och dérfor delbart
med 2.




1221

1222

1223

1224

a) Sant.
Motivering:
710 slutar pa noll och &r
déarfor delbart med 5.

b) Sant.
Motivering:
216 slutar pd 16 som 4r
delbart med 4.

¢) Falskt.
Motivering:
402 ar delbart med 3
eftersom siffersumma
ar 6 och alltsé delbar med 3.

d) Falskt.
Motivering:
202 dr ett jamnt tal, men
siffersumman &r inte delbar
med 3.

a) 4n-1
7
11
15
19
23

27

Njojlo|bdjlw (NS

b) 7, 11, 19 och 23 &r primtal.
V]

4n+1
9

13

17

21

25

29

d) 13, 17 och 29 ér primtal.

©13=4+9=2>+3
17=16+1=4"+1°
29=25+4=5"+2°

N o ~lw NS

Férklaring:

101 ar ej delbart med ndgot av
primtalen mindre dn 11 (2, 3, 5,
7) Om 101 &r ett sammanssatt
tal s& har det tva primfaktorer
storre dn 11 vars produkt ar
101.

Detta dr inte mojligt eftersom
11-11 =121

1,2,5,10, 127, 254, 635 och
1270

1225

1226

1227

1228

1229

Losning:

m? -1 (8k+1) -1
8 8

_64K° +16k+1-1 _

8
=8k>+ 2k = 2(4k> + k)
vilket &r jamnt eftersom
(4k? + k) ar ett heltal.

Talet har 12431 024 siffror.
Losning:

Ett tal A med n siffror kan
skrivas

A=a-10" dar 0,1 <a<1.
JA =a-10" = Ja -V10" =
:\/5.100,%

vilket &r ett tal vars heltalsdel
har hilften sd manga siffror
om n arjamnt.
24862048 _ 17431024

2

Losning:

Talet kan skrivas

a+ 10b + 100c + 1000d + ...
osv. déra, b, ¢, d, ... ar heltal.

Om a + 10b = 4n, darn ar
ett heltal, kan talet skrivas
4(n + 25¢ + 250d + ....)
vilket innebér att talet ar
delbart med 4.

Losning:

Det racker med ett motbevis:
p =11 ger
m=2"1-1=2047=23-89
Dvs. m ar inte ett primtal.

Losning:

24=2-2-2-3
p’-1=@(@+DpE-1
Eftersom p ar ett primtal > 3
s& maste p vara udda och bade
p +1 och p-1varajidmna.

B&da talen ar alltsd delbara
med tv4, och ett av dem ar
delbart med 4 eftersom
varannat jamnt tal ar delbart
med 4.

Ettavtalen (p + 1) och (p - 1)
ar delbart med 3, eftersom vart
tredje tal dr delbart med 3 och
p ar ett primtal.

(p + D(p -1) ar darfor delbart
med2-3-4=24.

1230

1233

1234

1235

1236

1237

1238

1239

Losning:

Faktorisera 4" — 1 med
konjugatregeln:

4-1= () +1)(@)*-1)
Faktorerna ((2”)2 + 1) och

((2"?- 1) 4r bada heltal storre &n
1niarn>1.

a)2,3o0ch6
b) SGF(12,30) =6
¢) MGM(12, 30) = 60

a) SGF(45,75) = 15

b) MGM(45, 75) = 225
¢) SGF(27,36) =9
d)MGM(27, 36) = 108

Den 75:e kunden.

Losning:

Vi soker det minsta tal som
innehaller bade 15 och 25 som
en faktor, dvs. MGM(10, 25).
15=3-5

25=5-5

MGM(15,25) =3-5-5=75

300s
Ledtrad:
Bestdm MGM(50, 60).

a) Nej.

Motivering:

Néamnaren och téljaren saknar

gemensamma faktorer.
b)66=2-3-11

110=2-5-11

66 _2-3:11_3

110 2-5-11 5

a) 68 ar
Ledtrad:
MGM(4, 17)

b) 102 ar

¢) De minskar till 16 resp. 48 ar.
d) De minskar till 36 resp. 18 &r.
Kommentar:

Cikadornas livscykel dr ett
primtal vilket ger fordelar for
deras 6verlevnad.

a) SGF(7,31) =1

b) MGM(7, 31) = 217

c¢) SGF(12,18,30) =6
d)MGN(12, 18, 30) = 180

SVAR



1240

1241

1242

1243
1244
1245

1246

1247
1248

Losning:

Det racker att hitta ett
motexempel.
SGF(4,9) =1

Varken 4 eller 9 ar primtal.
MGN(20, 21, 30) = 420

7 .4 7 _147+480-98 _
20 21 30 420
_129 _129/3 _ 43

420 ~ 420/3 140

Tva tal ar relativt prima om de
saknar gemensamma faktorer
forutom 1. T.ex. &r talen 6 och
35 relativt prima.

a) 6a b) 12ab
17 rovare
a)l2=2-2-3
15=3-5
SGF(12,15) =3
MGM(12, 15) =
=2.2-3-5=60
SGF(12,15)-MGM(12, 15) =
=3-60 =180 och
12-15 =180
b)10=2-5

13 &r ett primtal

SGF(10,13) =1

MGM(10, 13) =

=2-5-13 =130

SGF(10, 13) - MGM(10, 13) =
=1-130 =130 och

10-13 =130

¢) Ja, hon har ratt.
Motivering:
a=g-kochb=g-m
dér g 4r den storsta gemen-
samma faktorni a och b.

SGF(a, b) - MGM(a, b) =

=) (k-g-m)=ab
Mojliga varden pé n dr
143,1287, 7007 och 63 063.

Tex. x=1 eller x=2

Ledtrad:

Utnyttja att a och b samt a
och c inte har ndgra
gemensamma faktorer.

SVAR

1304 a) 1

1305

1306

1307

Ledtrad
7=4-4+1
b) 4
00
d)11
Ledtrad:
147 =8-17 + 11

a)41=8-5+1
16=3-5+1
Bade 41 och 16 har resten
1 vid division med 5.

b)64 =512 + 4
40=3-12+4
B&de 64 och 40 har resten
4 vid division med 12.

a) I ”8-klockan” hamnar 8 vid O
och9 (=8 + 1) vid 1, dvs. 9
och 1 ger bada resten 1 vid
division med 8.

9 ar kongruent med
1 modulo 8.

b) 16 motsvarar 0 i ”8-klockan”
da16=2-8.

16 &r kongruent med
0 modulo 8, dvs. 16 ar
delbart med 8.

¢) 19 och 11 motsvarar bada
"klockan 3” i figuren, dvs.
19 ar kongruent med
11 modulo 8.

d)-1 ligger ett steg moturs
frdn 0 i”8-klockan” vilket
ocksd 7 gor.

-1 &r kongruent med
7 modulo 8.

Kommentar:

Observera att tva tal ar

kongruenta modulo 8 om

differensen ar delbar med 8.

a) 15 =3 (mod 6)

b) 32 =0 (mod 8)
¢) 35=17 (mod 2)

1308 a)Ja

Motivering:
Bade 1125 och 319 har resten
7 vid division med 13.
b) Nej
Motivering:
1669 har resten 5
vid division med 13.
1759 har resten 4
vid division med 13.

1309 Nej.

1310
1311
1312

1317

1318

1319

1320
1321
1322

1323

Sana kommer fram k1. 19 och
Idriss kommer fram KkI. 7.
Motivering:

91 &r inte kongruent med
modulo 24.

a)5 b1

x=-2o0ochx=7

x=a-n-m+r, dir a och r ar
heltaloch 0 <r<n
a)7+10=2+4+0=2 (mod5)

b)21+15+38=1+0+3=
=4 (mod 5)

¢)13-11=3-1=3 (mod5)
d)101-12=1-2=2 (mod5)

a)122-9=2-0=2 (mod 3)

b)98-37+105=8-1+6=
=13=4 (mod9)

c)27-18=3-2=6=2 (mod4)
d)70-25=10-1=10 (mod 12)

a) Losning:

22%=2% = 8 (mod 10)
b) Losning:

222=22 = 4=0 (mod 4)
aAx=2 b)x=13
a)Tex. x=2 Db)Tex.x=8
a)T.ex. x=6 och x =13

b)T.ex. x=1 och x=4

Losning:
12°-1=15-1=0 (mod 11)




1324 a)1

Losning:
2%=(D*=1 (mod 3)
eller
230 — (22)15: 452115 =
=1 (mod3)

b)-1

c) 4
Losning:
340 = (39)%=2%= (29)°. 22=
=8°4=1°-4=4 (mod7)

d)o
Losning:
1P+2°+3°+4°=
=1+0+3+0=0 (mod4)
Summan
1P+ 2° + 3%+ ... + 100

ar kongruent med
25(1° + 2°+ 3°+ 4%) (mod 4)

1325 Lésning:
(6a + 3)* =36a” + 36a + 9=
=0a’+ 0a + 3 =3 (mod 6)

1326 For p =31ochp =61

1327 Lésning:
75700 + 32=0 + 0 (mod 4)

75732 édr kongruent med
0 modulo 4, vilket betyder att
75732 ér delbart med 4.

1328 Losning:
abcd = 1000a + 100b + 10c¢ +
+d=(999 + Da+ (99 + )b +
+ OO+ Dc+d=
=a+b+c+d (mod9)

Om siffersummana + b + ¢+ d
ar delbar med 9, dvs.

9|(a+ b + ¢ + d), méste
a+b+c+d=0 (mod9)
Alltsd méste abcd vara delbart
med 9.

V.SV.

1329 a)Ja,x =7 och x=22.
Ledtrdd:
Prova dig fram.

b) Nej.

1330 a) Losning:
34*-19*=(-)*- (-D* =
=1-1=0 (mod5)

b) Losning:
347-19"=(-1)"- (1) =
=(1)-(1) =0 (mod5)

¢) Losning:
Om n dr jamnt:
34"-19"=(-D"- (-1)"=
=1-1=0 (mod5)
Om n ar udda:
34"-19"=(-1)"- (D" =
= (-1)-(-1) =0 (mod 5)

1331 Lésning:
7M1= (D"-1=
= (D)1=
=1"-1=0 (mod 8)

1332 a) b) Ledtrad:
k-d+r =r (modd)

1333 Laosning:
649117 = 649 - 10° + 117 och
10°=-1 (mod 7) vilket ger att
649117=649 - (-1) + 117=
=0 (mod7)
om 649 - 117 =0 (mod 7)

1334 Losning:
a=b (mod c) ger att
a-b=k-c,déar k ar ett heltal.
ma-mb=m(a-b) =m-kc
dvs. ma=mb (mod c)

1335 Ldsning:
a,=a, < a-a,=0 (modc)
dvs. a, —a, ér delbart med c.
c|(a,-a,) och c|(a,-a,) ger
a,-a,=k-cocha,-a,=1-c,
dar k och [ ar heltal.
Vi kan skriva
a,=a,+k-cocha,=a,-1-c
vilket ger
a-a,=(@,+k-9-(@,-l-0=
=ctk+1D
Vi ser att
cl(a,-a,) & a,=a, (modc)
V.S.B.

1336 Losning:
999999 kan skrivas 10° - 1.

Anvand 10=3 (mod 7)
10°=3°= (3%)°=9° (mod 7)
Anviand 9=2 (mod 7)
9°=2°=8=1 (mod 7).
Allts& 10°=1 (mod 7).
999999 = 10°-1=
=1-1=0 (mod?7)

vilket innebar att 999999 ar
delbart med 7.

V.S.V.

Historik:
Diofantos,Fermat och Wiles

1 a)Tex.x=2,y=-1
b) T.ex. x =14,y =10
oTex. x=3,y=2
d) Tex. x=3,y=2
e)Tex.x=9, y=4
f)Tex. x=2,y=4,2=72

2 84ar

3 Tex.x=2ochy=3 ger

z = 3/35, vilket &r en reell
16sning.

4 a) En heltalslosning till

ekvationen y* = x* + 1
arx=2ochy=3

b) En heltalslosning till
ekvationen y* = x> —x* + x
grx=1ochy=1

c) En heltalslosning till
ekvationen y* = x° + x*
arx=3ochy=6

5 a)x=43gery’=43"+17=
= 79524 0och y = +282
b)x=2gery’=2°+17=25

ochy==*5
x=4gery’=4>+17 =81
ochy= =9

x=8 gery’ =8>+ 17 =527
och y = =23

1339 a) 7ssiffror: 0,1,2,3,4,50ch6
b) 3 siffror: 0,1 och2

1340 2)9-10*°+8-10+3-1
b)1-3°+2-324+2-3+1-1

1341 a) 132, =42,
b) 110011, = 51,
C) 323fyra = 59tio

d)1202, =47,
1342 )X=1 bX=0

1343 a) Det krévs 9 siffror.
b) Det krévs 11 siffror.

SVAR



1344 a) 1030
Losning:
Basen fyra har 1-tal, 4-tal,
16-tal, 64-tal, osv.

76 racker till 1 st 64-tal och
3 st4-tal dvs.

1440 4+3:4+0-1=
=76
b) 201,

fyra

1345 a) 1,2, 3,4, 10, 11, 12, 13, 14, 20
b) 1,2, 10, 11, 12, 20, 21, 22,
100, 101

1346 a) Udda
Ledtrad:
Omvandla till bas 10.

b) Udda

1347 Nils har fel.
T.ex. 100000, = 303240,

atta

1348 Losning:
Vi véljer att skriv om till
basen 10.
32, =34 +2-4"=14,
23,.,=2" 4'+3-4°=11
14lio + 11tio = 25ti0
25,=1-4+2-4"+1-40=

=121,
Summan &r ett tresiffrigt tal.
V.SV.
1352 a) 101000, ) 55,
b) 130, d)34,
1353 a)37,, o1l .
b) 43(io d) ]'Fsex(on
1354 a) © A A X ()
[Hegegege
o
1355 )31, =16,
b) 31, =112,
1356 a) 1011001100, = 1314,
b) 413, = 100001011 ,
1357 FFFsexton = 4095tio
1358 a)X =2 bX=2
1359 a) 3202, b)2B7,

SVAR

1360 a)b =6 b)b=9

1361 a)954_
b) 10110100011, ,

1362 a) 810,
b) 1452,
c) 32A

sexton

1363 X=6 Y=6
Ledtrad:
FinnX < 12 och Y < 7sd att
X-12*+5-12+ 4=
=2-74+4-7+Y-7+4

1364 x = fem och y = tvé

1365 Regeln géller bara de baser n
dér n= 1 (mod 3), t.ex. 4, 7, 10,
13 osv.
Jamfor med 16st uppgift 1314.

1366 a) 8 (mod 10)
Ledtrad:
Berdkna summan i bas tio
eller skriv i utvecklad form
och anvénd rakneregler for
kongruenser.

b) 2 (mod 5)
1367 1000000,

Ledtrad:
Utnyttjaatt 1, + 1, =10

tvé

Historik:
64 blev 8 blev ingenting

1 anm o) Ito
b) lln d)llfm

2 a)39 ) 77
b) 153 d)52

3 a)42 c) 1793
b) 448 d) 299593

4 Talet 10 gar bara att halvera

en gang innan man far decimaltal.

8 respektive 64 gér att halvera tre
respektive sex génger.

1404 a)5, 8, 11, 14, 17
b)-10, -5, 0, 5, 10
012, 6, 4, 3, 12/5
d)s5, 8, 13, 20, 29

1405 a) 45, 55, 65, 75, 85
b)a,, = 235

1406 a, =2-n

1407 a)8, 24, 72, 216, 648
b) 80, 40, 20, 10, 5
c) 16, 24, 36, 54, 81

1408 a, = 3*+3 =12
b,=2°+4=12
1409 a)Nr 16
Ledtrdd:

Los ekvationen
8n+4=132

b) Nr12
1410 a)a, = 6n da,=n’
b)a"=3”'1 ea =n*+1

a,=2-3n f)a =ED"

1411 Nej.
Losning:
De tre forsta talendr 1, 2, 4
i bdda talfoljderna. Det fjarde
talet ér inte lika, a, = 7 och
b, =8.
1412 a) Nej.
Motivering:
Losningen till
12n + 28 = 850
ger inte ett heltal.

b) Ja, det 24:e elementet &r 850.

1413 80 av talen dr mindre &n 50.

1414 x=3

1415 a)a"=§: b)an=2n171
1416 %, 5, 20, 80, 320, 1280
1417 v = 180°01=2)

n

1418 a = 0,5 och b =-1,5
Formeln kan skrivas
2
D, =0,5n"-1,5n= %




1419 a =29+ (n-1D - (1) =
=29+ (1-n)=30-n
a,, =-25

1423 a,=9 a,=17

1424 a)6, 15, 33, 69, 141
b)5, 6, 8, 11, 15

Ledtrad:
a,=5+1=6
02,22, 2,2
1425 a)a, =10 och aq,,,=a, +3
b)a,=5o0cha,  =a, -3
9a =20ocha ,  =a-5
1426 a)a, = 23
Ledtrad:
a,=1+2-3=7
b) a, = 866
1427 a, =4 och a,,,=a, 1,5

1428 a,=10 a,=30

1429 a)a, = 2"

Ledtrad:
Berdkna de forsta talen i
talfoljden for att lattare hitta
formeln.

b)a, =3""

Qa,=5-n

d)a,=3"+1

1430 Explicit formel:
a,=n?

Rekursionsformel:
a,=1locha, =a+2n+1

+1
1431 a)a, =14 och a,=30
B a,=1+22+32+42+
+ ...+ 100?

a,,, r alltsd summan av
kvadraterna pa alla positiva

heltal t.o.m. 100.

1432 a, =7
Ledtrad:
as+a, =59
dira,=a,+5

1433 a)a, = 3,464 28...

V12 = 3,46410...
De tre forsta decimalerna
Overensstammer.

b)a"“:\/ﬁoman:\/ﬁ

Jda ., =0,5(?+anj

ocha =4 "
d)+23 ~ 4,80

1434 a ., , =3a,+1déra, =0

+1

1435 a)p, = 12,66...
p,=15,59...
p, =18,58...
b)p,—»30din—>
Ledtrad:
Uttrycket i parentesen gar
mot 1.

Historik:
Summan av en aritmetisk talféljd

1 a)140 b) 1850

2 a)l1548 b) 2900

3 aa,,,=a,+2dira =1
b)a, =2n-1

100

9 > (2k-1) = 10000
k=1

11
4 Y (9+3k) =297

k=1

5 a)Antal primtal under 50: 15
50 ~ 13
In 50
b) Antal primtal under 100: 25
100 . 99
In100

c) Antal primtal under
1000: 168
1000
In1000

Satsen stammer i alla tre fall.

~ 145

Kommentar:
Satsen bevisades forst flera ar
efter Gauss dod.

Tema:
Summan av en geometrisk talféljd

1 a)160
Ledtrad:
a, =10, k=1,02 och n=14
b) 4161
Ledtrad:
a,=1000, k=0,8 ochn=38

2 a)320mg (324,8)
b)330mg (333,1...)

3 Ca2,6-10¥
Ledtrad:
a,=1och k=3

4 Nej, det ar inte mojligt.
Motivering:
Antalkorn = 2°*-1 =~ 1,8 - 10%
Ett korn véager 0,03 g.
Alla korn véger 5,5 - 10" kg =
=5,5-10" ton =
= 550 miljarder ton

5 Total stracka ar 35,6 m.
Ledtrad:
Sammanlagt 10 fallstrackor och
9 stréackor som bollen ror sig
uppat.

6 Hon ska skriva ut 20 g.

7 Mingden niarmar sig 40 mg.
Motivering:
Méngden ges av
20(0,5" - 1)
0,5-1
Uttrycket ndrmar sig 40, d& n blir
oandligt stort.

=-40(0,5"-1)

8 Efter 13,5 ér.
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Historik:
Fibbonaccis talféljd

1 a)Det trettonde elementet 4r 233.
Det fjortonde elemntet &r dr 377.

b)an+2 = an+1

a=1a=1

+ a,

2 Méanad | Kaninpar
1 1
2 1
3 1+1=2
4 1+42=3
5 2+3=5

manad 1 %%
mériadZ %%\ N
ménad 3 %%\ ’A;,:f
O YIY

| N\
ménad 5 %% %%

3 Kvoterna

09

N

13 _ 21
g = 1625 T3~ 16154
34 55
51 = 1,6190 53~ 16176

verkar ndrma sig Gyllene snittet,

1+5

2

~ 1,6180

4 al 510 10 51

b) Diagonalernas summa blir
Fibonaccis talfoljd.

1503 a) Losning:
Anta att pastdendet &r falskt
vilket innebér att det finns
trianglar med tva trubbiga
vinklar.

Det innebér att tva vinklar ar
storre an 90°.

Det ar dock omgjligt eftersom
vinkelsumman dé blir storre
an vinkelsumman fér en
triangel, 180°.

Antagandet stimmer inte.
Det ursprungliga pastdendet
ar alltsa sant, det finns inga
trianglar med tva trubbiga
vinklar.

V.S.B.
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b) Losning:

Anta att pastdendet dr falskt
vilket innebér att a och b har
samma tecken.

Om béada talen &r positiva,
dvs.a>0ochb >0,
maste a + 5b > 0.

Om bada talen &r negativa,
dvs.a<0ochb<0,

maste a + 5b < 0.

Alltsd ar det ursprungliga
pastaendet &r alltsé sant,
talen maste ha olika tecken.

V.S.B.

c) Losning:

Anta att pastdendet ar falskt
vilket innebar att det finns
ratvinkliga trianglar dar
sidorna forhaller sig som
5:6:8.

Satt sidornas langd till

5x, 6x och 8x.

Om triangeln ar ratvinklig
maste Pythagoras sats gilla.
(5x)% + (62 =

= 25x" + 36x° = 61x°

(8%)* = 64x>

Pythagoras sats géller

inte, alltsd stimmer inte
antagandet.

Det ursprungliga pastdendet
maste vara sant.

V.S.B.

1504 a) Losning:

x =4ger
VL=4*-2-4-8=
=16-8-8=0=HL
Alltsa finns det heltal som
16ser ekvationen.

V.S.B.

b) Losning:

Till exempel har ekvationen
O+ Dex+2)x+3)=0
lésningarna x, = -1,x, = -2
och x, =-3.

V.S.B.

1505 a)n =1 ger 4n-1= 3.
Ett primtal.
n=3ger4n-1=11.
Ett primtal.
n=>5ger 4n-1=19.
Ett primtal.

b) Lésning:
Det rdcker att hitta ett
motexempel fOr att visa
att pastdendet &r falskt.
n=7ger4n-1=27
Inte ett primtal!

Péastdendet ar alltsa falskt.
V.S.B.

1506 Losning:
Om termen 94 ingdr i summan,
méste termen kunna skrivas
2k + 7, dar k ar ett heltal.
2k +7 =94
2k = 87
k=435
k arinte ett heltal, alltsd ingar
inte termen i summan.

V.S.B.

1507 Forklaring:
Talet n = 211 &r inte delbart
med 2, 3, 5 eller 7. Vi far med
alla divisioner en rest 1.
Det maste da vara ytterligare
ett primtal, vilket motsager vart
antagande som alltsa ar fel.

1508 Losning:
Talf6ljden kan skrivas med en
explicit formel:
a,=3-2""
Om talet 87406 ingar i
talféljden méste ekvationen
3-2""'=87406 haen
heltalslésning.
Ett digitalt verktyg ger
n = 15,83

Ekvationen har inte en heltal-
slosning, alltsé ingdr inte talet
87406 i talfoljden.

V.S.B.




1509 a) Losning:

Det réacker att hitta ett
exempel pé heltal sddana att
X = 4y

Eftersom produkten 4 finns
i HL maste x* vara delbart
med 4.

Vitestar x =2 ochy = 1:

VL=2>=4
HL=4-1*=4
VL = HL

Alltsa finns det heltal som
16ser ekvationen.
V.S.B.

b) Losning:
Anta att pastdendet ar falskt
vilket innebér att det finns
heltal x och y sddana att
x> = 6y i

Om x* = 6y* méste % =6

Vi drar roten ur bada leden.

X_ .V

y

Detta dr en motsagelse till
att x och y &r heltal eftersom
++6 dr ett irrationellt tal
som inte kan skrivas som
kvoten av tvé heltal.

Det ursprungliga pastaendet
"Det finns inga heltal x och y
sddana att x> = 6y>.” ir alltsd
sant.

V.S.B.

1510 Frdnn horn kan man draen

diagonal till (n — 3) andra horn.

Antalet diagonaler Nien
n-hérning
_nn-3)

2

GOr ett motsagelsebevis.

N

Anta att det finns en n-hérning
med 200 diagonaler och visa
att ekvationens 16sning ar en
motségelse till att n ar ett heltal.

1511

1512

1514

1515

1516

1517

a) Forklaring:
2b ir jamnt, d4 maste dven
a*varajimnt.Om a” drjimnt
maste dven a vara det.

b) Om bade a och b gér att dela
med 2 motséger det atta/b
ar forkortat sa 1&ngt det gar.

Losning:

Produkt: x -y

x 0kar med a procent och
y minskar med a procent.

Ny produkt:

a a
1+— |x-|1-— |y =
( 100]x (1 100Jy

— 1= a

= (" 10000 /Y

Eftersom a > 0 kommer den
nya produkten att vara mindre
an xy.

V.S.B.

a)—-P:x+y<4

b) =P: a* + b* = ¢?
c) —P:
d) —P:

Vi spelar inte fotboll.

Ekvationen har minst en
reell rot.

a)x>8 = 0,5x+2>6
b)x > 8 Multiplicera béda
leden med 0,5.
0,5x > 4 Addera 2 till bada
leden.

0,5x+2>6
x>8 = 0,5x + 2> 6, alltsé
—|Q = =P
Dettager P = Q
V.S.B.

Vi spelar inte fotboll vilket
medfor att det inte &r sommar.

Losning:

P: xar ett heltal

Q: 2x-5 kan inte ha viardet 6
ViskavisaP = Q men visar
istdllet -Q = —P

2x -5 har virdet 6.
2x-5=6

2x =11

x=5,5

x ar inte ett heltal.

V.S.B.

1518

1519

1520

1521

Losning:
P:3n + 2 drudda
Q: narudda

ViskavisaP = Q men visar
istdllet =Q = —P, dvs.
nérjimnt = 3n + 2 drjamnt.
n ar jamnt och kan skrivas 2k,
dér k ar ett heltal.

3n+2=3-2k+2=23Bk+ 1)
2(3k + 1) ar ett jamnt tal

eftersom det innehéller
faktorn 2.

-Q = =P
DettagerP = Q
V.S.B.

Antagande: P
Slutsats: Q

I ett direkt bevis visar man att
P = Q genom att utgé frdn P
och visa att slutsatsen Q ar sann.

1 ett indirekt bevis visar man
att P = Q genom att istéllet
visa att -Q = —P.

a) Om tvé positiva reella tal
bada dr mindre &n eller
lika med 10 medfor det att
produkten av dessa d&r mindre
an eller lika med 100.

b) =Q: 0 < x <10 och
0<y<10
—-P:xy <100

¢) 0 <x <10 och
0<y<10 = xy <100
Vi har darmed bevisat att
xy >100 = x> 10
och/eller y > 10

a) Losning:
P:ab<0
Q: aellerb ar negativ
Vi ska visa = men visar
istillet =Q = —P
Om bade a och b positiva
eller bada dr negativa
kommer produkten att vara
positiv, dvs. ab > 0.

V.S.B.

SVAR



b) Losning:
P: xX*=x
Q:x=0
ViskavisaP = Q men visar
istallet -Q = —P
-Q:x<0
—P:x?#x
Om x < 0 4r x* > 0.
Alltsd méste x* # x.
V.S.B.

1522 a) Losning:

P: 7a + 1 é&rettjamnt tal
Q: aar ett udda tal

Viskavisa P = Q men visar
istillet -Q = =P

a ar ett jamnt tal och kan
skrivas a = 2n, dar n ar ett
heltal.

7-2n+ 1 = 14n + 1 vilket ar
udda eftersom n ar ett heltal.

V.S.B.

b) Losning:
P: a*-2a + 7 r ett jamnt tal
Q: aarettudda tal

Viskavisa P = Q men visar
istillet =Q = =P

a ar ett jamnt tal och kan
skrivas a = 2n, dar n ar ett
heltal.

@n)?-2-2n+7=
=4n’-4n+6+1=
=2@2n*-2n+3)+1=
=2k+1

vilket 4r udda eftersom k ar
ett heltal.

V.S.B.

1523 Losning:

SVAR

c

A B
c

P: Triangeln dr ratvinklig

Q: a*=b*+¢

—P: Triangeln &r inte ratvinklig
-Q: a*#b*+¢*

Visar satsen indirekt, dvs. att
-Q = —-P

Cosinussatsen géller alla
trianglar, dvs.

a* = b + >~ 2bc cos A.

Om a* # b* + ¢* ger det att
2bc cos A # 0 vilket medfor att
A # 90° eftersom cos 90° = 0,

dvs. triangeln &r inte ratvinklig.

V.S.B.

1524 Losning:

P:x*+3x*+7x+2=0
Q:x<0

Viskavisa P = Q men visar
istillet =Q = =P

Xx = 0 ger att alla termer i
uttrycket x° + 3x* + 7x

ar storre eller lika med noll och
X+ 3+ 7+ 2> 2.

Detta visar att
X +3xX* + 7x+2#0.

V.S.V.

1525 Lésning:

P: aochb ar heltal
Q: a*-4b #2

Viskavisa P = —Qgeren
motsagelse.

a och b ar heltal

a’*-4b=2
a’=4b +2
a*=2(2b + 2)

a® ér ett jaimnt tal eftersom det
innehaller faktorn 2.

Om a” &r ett jimnt tal s3 dr dven
a ett jamnt tal (se uppgift 1513)
a =2nocha’-4b =2 ger
4n*-4b =2

2n*-2n=1

2*-n) =1

VL ér ett jamnt tal och HL dr 1
vilket &r en motségelse.

V.S.B.

1528 a) Losning:

Forn = 1farvi
VL=2

HL=10+1) =2
VL = HL dvs. formeln
galler for n = 1.

b) Induktionsantagandet sager
att formeln géller for n = p,
alltsé att

2+4+6+..+2p=
=pp+D

Vi visar nu att formeln i sd
fall dven géller forn =p + 1,
alltsd att

2+4+6+..+
+2p+2(p+1 =
=(@+Dp+2)

Bevis

VL=2+4+6+
+..+2p+2(p+ 1) =
=pp+D+2(p+ 1=

=p*+3p+2=
=(@P+DpE+2)=HL
V.SV
_2@"-1D _ a
1529 a)s = 51 =2"""-2
b) Losning:

1.Foérn =1 farvi
VL =2'=2 och
HL=2'""-2=2
VL = HL d.v.s. formeln
galler for n =1

2. Induktionsantagande
(formeln géller for n = p)

244+8+.. +2°=
=212

3. Induktionssteget, visa att
formeln i sa fall géller for
n=p + 1, alltsd att

2+4+8+...+2°+
4207 = 20t
Bevis:
VL=2+4+8+...
+20 4207 =
=224 2Pt =
=2.2" 2=2"_2=
=HL

V.S.V.
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1530 a)6* =36 6°=216 1532 Losning: 1534 Ménstretdr 1 +4+ 7+ ... +

6'=1296 1. Formeln ska gélla for n = 1 n(3n-1)
noan ilket ger +3n-2= 2
b) 6", dir n ar ett heltal, Vi 8 Lésnine:
slutar pa siffran 6. VL=1-@-1-D=2 osr}mg. -
) Lsni HL=1>-(1+4+0=2 1.Férn =1 farvi VL = 1 och
) Losning: t=1 13-1-1)
l.n=1 6'=6 HL=—"————2=1
" g-er 2. Induktionsantagande 2
2. Ir;duktlonse.mtagandet. (formeln géller fér n = p) VL = HL, dvs. formeln géller
6°® har slutsiffran 6 1.2+42.543.8+4.. + e =1

dvs. 6/ =m-10 + 6,

+p@Bp-D=p*(p+1)
dar m ar ett heltal. PP PP

; . 2. Induktionsantagande
3. Induktionssteget, visa att

(formeln géller fér n = p)

3. Induktionssteget, visa att formeln
6" " " slutar pa siffran 6 isd fall géller for n = p + 1, L+4+7+..+3p-2=
Bevis: alltsd att - pBp-1
6" 1=6"-6'= 1-2+2-5+3-8+..+ 2
=m-10+6)-6= +p(Bp-D+(p+D@B(p+1)-1) = 3. Induktionssteget, visa att
=6-m-10+ 36 = =(+1DXp+2) formeln i sa fall géller for
=6m-10+3-10+ 6 = Bevis: n=p + 1, alltsé att

=®6m+3)-10+ 6
6" "' 4r ett tal som slutar

VL=1-2+2-5+3-8+ ..+
+pBp-D+(+DB(p+D-1) =

1+4+7+ ..+
+3p-2+3(p+1D-2=

pa 6. =p’p+D+(@P+DBp+2) = _(p+DBpP+D-1
Vi har visat att om det =(+DE*+3p+2) = - 2
géller for 67 sé galler det =(p+D+DpP+2) Bevis:
ocksa for 67" —(p+1D*(p+2) =HL VL=1+4+7+..+
v{lll;et ifl}nebéir id'tt dfet11 V.SV. +3p-2+3(p+1D-2=
giiller for samtliga fall. B
VSB 1533 Losning: = w +3(p+1D-2=
e 1.Forn=1 farviVL = 3 och
1531 Lésning: qLo3'-3_9-3_. _3p°-p+6p+6-4 _
. _ o . - - - 2
1.Fér n=1farvi 2 2
VL= 6:1-3 =3 och VL = HL, dvs. formeln géller 3p* +5p+2
HL=3-12=3 forn = 1. = 2

VL = HL, dvs. formeln 2. Induktonsantagande

galler for n = 1.

(formeln géller for n = p)

2
2. Induktionsantagande 3+3+3%+..+3 = ,
(formeln giller for n = p) _3""-3 _3p +5p+2
3+9+15+..+ 2 VL—HLz
+ (6p-3) = 3p? 3. Induktionssteget, visa att
3. Induktionssteget, visa att formeln i sd fall galler for VSV,

f o8 5 5 n=p + 1, alltsd att _
flor_n;egl_lis;llfliigg;ltler for 34+324+3% 4.+ 1535 a) A 8n-6 ar inte en formel for
34+9+15+ ..+ pgpygpro 3-8 ﬁgﬁi?n
+(6p-3)+(6(p +1D-3) = . 2 o &

—3(p + 17 evis: , , n=1 gers =1Stdmmer
Bevi VL=3+§1+3+~~-+ n=2gers,=>5Stimmer
evis: + 3P 4371 = _ _ R .
VL=349+15+ . + 13 1 n =3 ger s, = 9 Stimmer inte
—_— = P+ =
+(§>p 2_+3)(g((6(f:) 1)3_)3) - 2 3 B w ar inte en formel
;3§2+6p}—1)-3: - 3Pt _342.37 fér summan.
=3(p +1)? = HL - 2 - Motivering:
V.SV 3.3P*1_3 3prt2_3 n=1gers =1Stdmmer
-2 T 2 T n=2gers,=8/3
Stdmmer inte
3p+D+1 _ g
=>———=HL

V.S.V.
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(of W verkar

vara en formel fér summan.

Motivering:

n=1gers =1Stimmer

n =2 gers,=>5Stammer

n =3 gers, = 14 Stammer

b) Losning:

1. Foérn = 1farvi
VL=1
HL = 1(1+1)(62~1+1) _
VL = HL dvs. formeln
galler for n = 1.

2. Induktionsantagande
(formeln géller for n = p)
124224+ 32+ ... +p2=
_plp+DH@p+1

2

3. Induktionssteget, visa att
formeln i sé fall giller for
n=p + 1, alltsd att
1P+224+3%+ ...+
+p*+ (p+ 1=

_(p+D(p+2Qp+D+D

1

6
Bevis:
VL=1"+2"+3*+ ... +
+p°+ (p+1)*=

:p(p+1)2(2p+1) Fp+1=

_pp+DCp+D+6(p+1)° _
2

_(+D(PEp+D+6(p+1) _

6

_(p+D@2p*+7p+6) _
= c =

_(+D-20p+2)(p+1,5 _
6

_(p+DH(P+2)2p+3) _
6

_(+D(+2)2p+DH+1) _
=HL
V.SV.

1536 a) Ledtrad:

Utveckla
p+D*+5(p+1D+1
och ersittp® + 5p + 11i
utvecklingen med 2n.

Visa att en faktor 2 kan
brytas ut ur utvecklingen.

b) Det géller inte f6r nagot p.

Kommentar:

Om vi antar att ett falskt
pastdende &r sant sa kan det
leda till att ett annat falskt
pastaende verkar sant.

1537 a) Formel: s, =n(n + D(n + 2)

Losning:

Vivill visa att

1:6+2-9+3-12+ ...+

+n@Bn+3)=nn+DHn+2)

1.For n=1farvi
VL=1-6=6
HL=101+1DA+2) =6
VL = HL dvs. formeln
géller for n = 1.

2. Induktionsantagande
(formeln galler f6r n = p)

1:64+2-94+3-12+...+
+p@Bp+3) =
=plp+Dp+2)

3. Induktionssteget, visa att
formeln i sé fall géller for
n=p + 1, alltsd att

1:64+2-9+3-12+ ...+
+p@Bp +3) +
+(@+DBP+D+3)=
=(@+DE+2p+3)
Bevis:
VL=1-6+2-9+3-12+
+...+p@Bp+3)+
+(P+DBEP+DH+3)=
=pp+ D +2) +
+(+D@Bp+6)=
=@+DEE+D+
+3p+6)=
=(pP+D@E*+4p+3) =
=@p+DP+2Ap+3)=
=HL

V.S.B.

2 2
b) Formel: s = n(n+1)y

Losning:
Vi vill visa att
P+2°+3°+ .. +n°=

_n’n+1)°
4
1.For n=1farvi
VL=1=1
2 2
apo PA+D? _4_
4 4

VL = HL dvs. formeln
galler for n = 1.

2. Induktionsantagande
(formeln galler f6r n = p)
P+2°+3°+ ... +p°=
_ pz(p +1)?

4

3. Induktionssteget, visa att
formeln i s fall géller for
n=p+ 1, alltsd att
P+2°+3°+ .. +p°+

2 2
+(p+1)3=(p+1)ip+2)

Bevis:

VL=13+234+3%4+ ... +

+pi+(p+1)3°=

2 2
— p (P4+ 1) + (p + 1)3 =

_PPp+D)’ +4(p+1)° _
4

_(p+ D’ +4p+4) _
4

_(p+D(p+2° _
= BrPrE o

HL
V.S.B.
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1540 Losning:
1.Foérn=1 farvi
VL= 6-1-2=4 och
HL=1-3-1+1)=4
VL = HL, dvs. formeln
galler for n = 1.

2. Induktionsantagande
(formeln géller for n = p)

4410+ ...+ (6p-2) =
=pGBp+1

3. Induktionssteget, visa att
formeln i sa fall géller for
n=p + 1, alltsd att

44+ 10+ ...+ (6p-2) +
+6pP+D-2)=
=(p+DBEP+DH+1D
Bevis:

VL=4+10+ ..+
+©6p-2)+OG(EP+1D-2)=
=pBp+ D+6(RP+1D-2) =
=3p’+p+6p+4=
=3p*+7p+4=
=(P+DEp+4 =
=@P+DBEP+DH+D=
= HL

V.S.V.

1541 Losning:
1.Forn =1 farvi

VL—;—1
T21-D2-1+D "3
__ 1 _1

HL=597173

VL = HL dvs. formeln
galler for n = 1.

2. Induktionsantagande
(formeln géller for n = p)
1 1 1
1.3 + 3.5 + ﬁ + ..+
+ 1 __p
@p-D@p+1 2p+1

3. Induktionssteget, visa att
formeln i s fall géller for
n=p + 1, alltsd att

1 1 1
T3*t3stg st
1

ter-nepin
+ 1 =
Cp+D-D2pP+DH+1D
_ p+1

2p+1D+1

14

Tep-neprn T

1 —
e+ D-D@pP+D+D
=P 4 ! -
2p+1 (@2p+D@2p+3)

_ p@p+3H+1
T @p+D@p+3)

__2p°+3p+1
2p+1@2p+3)
_ p+1

HL=—F"—"7—=
2p+D+1

_ (p+D@p+D) _
2p+3)2p+1)

_ 2p*+3p+1
2p+1D(2p+3)

VL = HL

V.S.V.

1542 a)a, =12+ (n-110=10n + 2

_n(12+10n+2) _
n - 2 -
=n(7 + 5n)
©) Ledtrad:
Visa att
124+22+324+ ...+
+ (10n + 2) =n(7 + 5n)

b)s

1543 Losning:

1.Forn=1farvi 2>'-1=3
som ar delbart med 3.
Pastéendet galler for n = 1.

2. Anta att det géller for n = p.
2% —1 ar delbart med 3.

3. Pastdende:
2%P* Y _1 4r delbart med 3
vilket kan skrivas
22(p+1)_1 =3. m,
dér m ar ett heltal.
Bevis:
22(P+1) —1=2%2+2_1=
=2%.2°-1=4.2"-1=
=3.2%427_1=
=3.2"+3.-m=32%+m)
Det betyder att 2°? P — 1 ir
delbart med 3.

V.S.V.

1544 a) Losning:
1. For n =1 farvi
VL= (1+1?=4 och
HL=1+1"=2
VL > HL, dvs. olikheten
galler for n = 1.

2. Induktionsantagande
(olikheten galler for n = p)

1+p*=>1+p°
3. Induktionssteget, visa att

olikheten i sé fall géller for
n =p + 1, alltsé att
A+@+D)y=21+(@+1)?
Bevis:
VL=(1+(+1D)’=
=1+420+D+@+D*=
>1+2(p+ 1D +1+p*=
=p’+2p+1+3=
=(p+1*+3>
>1+(p+1)*=HL
VL > HL

Pastdendet dr sant och
olikheten géller alltsa for
n=1,2,3,...

V.S.V.

b) Losning:

1. For n = 4 far vi
VL =4? =16 och
HL=24=16 VL=HL
For n =5 farvi
VL =5* =25 och
HL=2°=32 VL<HL
VL < HL, dvs. formeln
géller fér n = 4ochn = 5.

2. Anta att olikheten géller
for n = p.
p°< 2 for p=4,5,6, ...
Olikheten kan skrivas
2P —p*=0

3. Pdstdende:
(Olikheten géller for
n=p+1)
2 (p+1)°=0
Bevis:
VL=2"""—(p+ 1)’ =
=2-2"—p*-2p-1=
=2-2"—2p+
+p'=2p-1=
=22 -p)+p*—-2p—1

SVAR



VL > 0 eftersom

2" —p*>0 fér p=4,5,6, ...

(enligt antagandet)

och for positiva p galler
(p*-2p-1) =0 for
p=1+ \/E

Pastdendet 4r alltsé sant
for p=4,5,6...

vilket innebér att
n*<2"férn=4,5,6, ...
V.SV

1545 a)Forn = 1:
VL=1(1+2)=3
_10+DR1+7) _
6

HL

—29_
6
VL = HL
b) For n = 4:
VL=11+2)+22+2) +
+3B+2) +44+2) =
=3+8+15+24=50
_A4+D@2-4+7) _

3

HL

6
4.5-15
= =50
6
VL = HL
¢) Ledtrad:

Forsta steget dr redan
genomforti a).

1546 Losning:
Vivill visa att y = x" har
derivatan
y'=n-x""'dirn=1,2,3, ..
1.Férn =1 farvi
y =x! vilket ger
y=1-x=1
Stammer.
2. Induktionsantagande
(formeln géller for n = p)
y =x° vilket ger y’ = px?™*
3. Induktionssteget, visa det
isafall gdllerforn=p + 1,
alltsa att
y=x""" vilket ger
y'=(@+ Dx?
Bevis:
y=x""=x-x
Derivatan av en produkt ger
y’=1~xP+x-p-xP‘1=
=x"4+p-x=(p+ Dx?
V.S.B.

SVAR

1547 Lésning:

1.For n =1 féarvi
72:1-1 4 q71-1
=7'+17°=8
Det géller for n = 1.

2. Induktionsantagande
(géller for n = p)
7741777 = 8k
dér k ar ett heltal.

3. Induktionssteget, visa att det
iséfall gillerforn=p + 1,
alltsa att
2+ D=1 | o+ D-1 2
— 7142 17p71+1 —
=77 417177 =
=327 417777 +
+17-177 =
=32-7%"+
+17- (7 1777 ) =
=8-4-7"1+17-8k =
=84 7"+ 17k
Vi har brutit ut faktorn 8 och

alltsd visat att det stimmer
forn=p+ 1.

V.S.B.

Testa dig sjalv 1

1 a <o
Motivering:
3x + 7 = x—1 har l6sningen
x=-4 = 2x=-8
2x = -8 har losningen
x=-4=3x+7=x-1

b) <

Motivering:
2x -6 = 0 harlosningen
x=3=x>0
Omvéndningen géller inte
eftersom det finns flera
positiva x.

2 a) Losning:
Kalla den jamna faktorn 2m
och den udda faktorn 2n + 1,
dar m och n ar heltal.

Produkten 2m - (2n + 1) har
faktorn 2 och ar darfor ett
jamnt tal.

V.S.B.

b) Lésning:
Det réacker att hitta ett
motexempel.

Tex.8=2-4

3060=2-2-3-3-5-17
Losning:

3060 ér ettjamnt tal: 2-1530
15304rettjamnttal: 2-2-765
765 slutar pd 5: 2-2-5-153
153 har siffersumman 9:
2:2:5-9-17

9 ar delbart med 3:
2:2:3-3:5-17

a) Sant.
Motivering:
23 ar en delare till 575.
b) Sant.
Motivering:
17 ar inte en delare till 341.

a) SGF(128,152) =8
MGM(128, 152) = 2432

b) SGF(66, 325) =1
MGM(66, 325) = 21450

T.ex. a =36 och b =120
Ledtrad:

Dela upp 12 och 360 i
primfaktorer och anviand
begreppen gemensamma och
icke-gemensamma faktorer.

a) Falskt.
Motivering:
14 dividerat med 12 ger
resten 2.
28 dividerat med 12 ger
resten 4.
14 ar alltsa inte kongruent
med 28 (mod 12).

b) Sant.
Motivering:
Vikan t.ex. visa att det dr sant
genom
16=0 (mod 4)
82=2 (mod 4)
16 +82 =0+ 2=2 (mod4)

a) 6 (mod 8)
b) 2 (mod 7)
¢) 1 (mod3)

x=4 x=17 x=30
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10
11

12

13

14

15
16

17

16

a) 45, b)) 117, c) 144,
a) 2,6,10,14
b)a,6, =a +4 a, =2

a) 71 element
Ledtrad:
Los olikheten
500>5+7m-1)
b) 34 element
Ledtrad:
Los olikheten

500 > (9)
5

a) 5+9+13+17+21+
+25=90

b) 4°+4' +4°+ ... +
+ 47 = 21845

a) a=5-3""

b)a, =a,-3 a=>5

Summan &r 130.

Losning:
Anta motsatsen, alltsd att x < 3.

Detta ger att
2x+3<2:3+3=9

Vilket ger en motségelse
eftersom 2x + 3 > 9.

Antagandet att x < 3 ar felaktigt,
dvs. x> 3.

V.S.B.

Losning:

1. Férn =1 farvi
VL=1@3+ 1) =4 och
HL=1(1+1D’=4
VL = HL, dvs. formeln galler
forn = 1.

2. Induktionsantagande
(formeln géller for n = p)
1-4+2-7+..+p@p+1) =
=pp+1)

3. Induktionssteget, visa att
formeln i s fall géller for
n=p + 1, alltsd att
14427+ .. +pGBp+1) +
+(P+DBRP+DH+1=
={@+Dp+2)2

o A W N

Bevis:
VL=1-4+2-7+..+p@p+1) +
+(P+DBP+D+1D =
=(pE+D*+(@+1DGBp+4) =
=@+DEE+D+3p+4=
=+ DE*+4p+4=
=(+ D +2)*=HL

V.SV.

84=2-2-3-7
SGD(42,90) = 6
Summan ar 32.
a=>5

a) 258,
b) 1001011,
c) 63

sexton

a) De forsta atta talen ar
5,11, 17,23, 29, 35, 41, 47

35 dr inte ett primtal.
b) 11
Motivering:
a,=65=5-13
o a,=7locha, =83
ar primtal.
a,=17

3

a) a|butlédses ”a dren delare till b”

Detbetyderatt b=n-a
for nagot heltal n.

T.ex. 4|24

4 ar en delare till 24
vilket ocksé kan skrivas
24=n-4.

b) SGF(a, b) utldses "storsta
gemensamma faktor tilla och b”.
Det betyder produkten av alla
gemensamma primfaktorer i
talen a och b.
T.ex.SGF(12,20) =2-2=4
eftersom 12 =2-2-3 och
20=2-2-5.

10

11

12

¢) MGM(a, b) utldses ’minsta
gemensamma multipel till
aochb”.
Det betyder det minsta talet
som dr en multipel av bade
a och b.

T.ex. MGM(12, 20) =
=2:-2-3-5=60

a=b (mod n) utlases

"a dr kongruent med b modulo n”.

d

(7

Det betyder att talen a och b
ger samma rest om man
dividerar dem med talet n.

T.ex. 27 =15 (mod 12)
eftersom bade 27 och 15
ger resten 3.

Losning:

Om k och n &r heltal kan
differensen skrivas
2k+1-2n+1) =2k-2n=

= 2(k—n) vilket ar ett jamnt tal
eftersom k —n éar ett heltal.

V.S.B.

a) Losning:
m?-2=(4k +2)°-2 =
=16k* + 16k + 4-2 =
= 4(4k> + 4k) + 2
Talet ar inte delbart med 4.
V.S.V.

b) Losning:

m’-4 = (4k + 2)*-4 =
=16k*>+ 16k + 4-4 =
= 8(2k> + 2k)
Talet &r delbart med 8.
V.S.V.

(=’

a) Talfoljden &r geometrisk.
Motivering:
Kvoten mellan talen dr

konstant, k = 2.

b) an +1

c) 8190
Ledtrad:
Berédkna

222 1)

SR

a, =2

=an.2 1

utan raknare.
a) 88-75=7-3=21=3 (mod9)
b) 8°-7=2°.1°=64=4 (mod 6)

0 M+ (6)=2"+1"=
=17=3 (mod7)

SVAR



13
14

15

16

17

18

19

20
21
22

SVAR

a,,,=2a, +2 a =1

Nej, a® - 3 &r inte delbart med 3.
Motivering:

Det racker med ett motexempel
som bevis:
n=2gera=5ocha’-3=22
vilket inte dr delbart med 3.

Ledtrad:

1
1+x? ~1

och visa att det ger
x* < 0 vilket 4r oméjligt.

Anta att

a) —P:x<2
-Q: 2x+3<7

b) Ledtrad:
Visaatt 2x + 3 < 7 ger att
x < 2.

a) x =3 geratt
6(x+1)=>6-3+1) =24
b) Ledtrad:
Visaatt6(x + 1) < 24
ger x < 3.
a) SGF(2p, 6q) =2
b) MGM(2p, 69) = 6pq

a) s, =n+n’

PEC

Ledtrad:

D -1
-1-1

S

n

a) b=5 b) b=7

2 (mod 5)

a1l 1 2 35 8 13
b) Lésning:
1. Forn =0 farvi
VL =a,=1 och
HL=qa,-1=aqa,+q,-1=
=1+1-1=1
VL = HL, dvs. formeln
galler for n = 0.
2. Induktionsantagande
(formeln géller
for n = p)
P

kgoak=ap+2—1

3. Induktionssteget, visa
formeln i sa fall géller for
n=p + 1, alltsd att

p+1

kzoak = ap+3—1

Bevis

1 p

VL = kzoak =k§0ak +a, =
= awz—l + a,.,

=a,, .- 1=HL
V.SV

23 Losning:

x=6,y=8,2=10 dren
16sning eftersom 6 + 8* = 102
X =6a, y=28a, z=10a dren
16sning for alla a € Z* eftersom
6a)* + (8a)” = (10a)*

24 a) Losning:
a delbart med 4 ger att
1200 +a=4-300 + 4k =
= 4(300 + k)
vilket ar delbart med 4.
b) Ledtrad:
Visa att,om k = 2n + 1,
sd ar 3k delbart med 3
men inte med 2.

25 Ledtrad:
a?*+3=(@-Da+1+4

Motivera varfor HL ar delbar

med 4.
26 Losning:
1. Forn=1farvi
_1 1
VI=1172
_n _ 1 1
n+l 1+1 2
VL = HL
For n = 2 farvi
1 2 7
VL=117T2+1"6
22 4
HL_2+1_3
VL < HL
dvs. olikheten géller for n = 1
ochn=2.

2. Induktionsantagande
(olikheten galler for n = p)

2

LI
k=1k+1 p+1

3.

27

28

29

Induktionssteget, visa att olikheten
isd fall géller forn = p + 1, alltsa att
PEl | (p+1)°

k=1 k+1 (p+D+1

Bevis:

p+1 k
L= =
v kzl k+1

Pk 1 2 +1
_ p+1__p P+l _

k§1k+1+p+2_p+l+p+2
_ P’(p+2 p+1*  _

(p+D(P+2) @(@+D(P+2)
_p +2p*+p*+2p+1

(p+D(p+2)
_ P +3p*+2p+1

(p+D(p+2)

_ (p+D* _(p+1)?
HL_(p+1)+1_ p+2
_(+D(p+D) _

(p+2)(p+1D

_p*+3p°+3p+1
(p+2)(p+1)

p’+3p*+3p+1
(p+2(p+1

p’+3p° +2p+1

(p+D(p+2)
eftersom p > 0.
Alltsé dr VL < HL
V.S.B.

Ledtrdd:

Gor ett indirekt bevis och visa
attom n ar ett jamnt tal s ar
n®ett jamnt tal.

a) 1 (mod4)
b) 4 (mod9)
¢) 0 (mod9)
d) 11 (mod 13)
a) a, =57
b) a,=172
a, =517
a,=1552
a, = 4657

1575 ar inte ett element.
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30 a) 1,2,30ch6

31

32

33
34
35

18

b)
)

4

a)

b)

a)

b)

1+2+3=6

Ja, summan av divisorerna ar
lika med talet.

Ja, 28 och 496, men inte 342.
Motivering:

28=2-2-7

Summan av divisorerna:
1+2+4+7+14=28
496=2-2-2-2-31
Summan av divisorerna:
1+2+4+8+16+31+
+ 62 + 124 4+ 248 = 496
342=2-3-3-19

Summan av divisorerna:
1+2+3+6+9+18+19+
+38+ 57+ 114 + 171 = 438

65

Ledtrad:

Differensen mellan tva pa
varandra foljande tal ar
konstant.

25 eller -25
Ledtrad:
Kvoten kan vara 5 eller -5.

13 element
Ledtrad:
Los ekvationen

23" -1) _
31 1594322

80 element
Ledtrad:
a,=2+4n-1
Anvéind formeln for
aritmetisk summa.

173 och 179

0,625

Efter 11 dygn.
Ledtrad:
Bestdm MGM(24 - 60, 24 - 55)

36 a)

n a
1 41
2 | 43
3 | 47
4 53
5 61
6 71
7 83
8 97
9 113
10 | 131
Samtliga tal i hogra
kolumnen &r primtal.

b) n=41ger
a,=41°-41+41=41"=
=41-41
som dr ett sammansatt tal.

37 Losning:

1. Forn=1férvi
VL=6+4-1=10

HL=2-1-01+49=2-5=10

dvs. formeln géller for n = 1.
2. Induktionsantagande

(formeln géller for n = p)

100+14+18+ ... +

+ (6 +4p) =2p(p+4)

3. Induktionssteget, visa att
formeln i s fall géller for
n=p + 1, alltsd att

10+ 14+ 18 + ... +

+(6+4p) +(6+4(p+1) =

=2+ D(+D+4
Bevis:
VL=10+14+18+ ... +
+O6G+4p)+6G+4(p+1) =
=2p(p+4H) +6G+4(pp+1) =
=2p’+8p+6+4p+4=
=2p°+12p + 10
HL=2p+D((p+ 1D +4 =
=2p+ D +5 =
=2(p°+6p+5) =
=2p*+12p + 10
VL = HL
V.S.V.

38

39

40

41

a) 8klossar

b) s, =83 cm (83,22...)

o) s,,=100cm (99,87...)
s, =100cm (99,99..)

Nar antalet klossar — «
gar s, — 100 cm

a) 2diagonalerien 4-hérning.
5 diagonaler i en 5-horning.
14 diagonaler i en 7-horning.

b) 35 diagonaler.

o d =0,5n"-1,5n

d) Antalet diagonalerien
fyrhoérning d, = 2 och
d=d ,+{0n-2)

0,004 0,02 0,1 0,5 2,5 12,5

Losning:

En geometrisk talf6ljd kan

skrivas

a, ak, ak®, ak’®, ...

t,+t;=3 och t, +t, =9375

kan skrivas

ak® + ak* =

=3 ochak® + ak’ = 9 375.

ak® + ak® = 9375 ger

ak®(1 + k) = 9375

ak® +ak*=3 ger ak®*(1 +k) =3

Vi far ekvationssystemet
ak®(1+k)=9375
ak®(1+k)=3

Vi dividerar ledvis
k®=9375/3 =3125

k=5

ak®(1 + k) = 3 kan d4 skrivas
a-5°-6 =3 vilket ger

a = 0,004

a) 10+1+0,1+0,01+...

b) 100
9
Kommentar:
Oéndligt manga termer kan
ha en dndlig summa.
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b)

)

a=5 och b=2 ger

(5-2)[(*-2%) = 321

a=3 och b=10 ger

3-10[(3*-109) = -7]-91

T.ex.

a=5 och b=2 ger

(5-2)(5°-2%) = 3|117

a=38 och b=6 ger

8-6)|(8"-6°) = 2]296

Losning:

1.n=1 ger
a'-b"=a'-b'=a-b
a-bardelbartmeda-b
dvs. delbarhet géller for
n=1.

2. Induktionsantagande
Delbarhet géller fér n = p
dvs. @’ ~b"=m (a-b),

dér m ar ett positivt heltal.

3. Induktionssteget, visa att
sambandet i sa fall géller
for n = p + 1, alltsa att
delbarhet géller for
n=p+1dvs.

@ -b"t = k(a-b),
dér k ar ett positivt heltal.

Bevis:

VL =

=a’"'-b*" ' =a’-a-b"-b=
=a’-a-da’-b+a-b-b"b=
=da’(a-b) + b(a@*-b*) =
=d’(a-b) + bm(a->b) =

= (a’ + bm)(a-b) =
=k(a-b) =HL

V.S.V.
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