4.5 Bevis och bevismetoder*

Inledning

Vi borjar med en repetition av ndgra begrepp frén tidigare kurser.

definition  En definition av ett matematiskt begrepp &r en beskrivning av
begreppet. En bra definition &r entydig och utgar fran enklare begrepp.

pastdende  Ett matematiskt pdstdende kan vara sant eller falskt.
Pastdendet handlar ofta om vilka egenskaper ett matematiskt begrepp,
eller uttryck, har eller inte har.

bevis  Ett matematiskt bevis dr en logisk argumentation for att ett pastdende &r sant.
axiom  Grundliggande pastdenden som accepteras utan bevis kallas axiom.

sats  En matematisk sats ar ett viktigt pastdende som kan bevisas med axiom och
redan bevisade satser. Ofta kallas ett viktigt resultat i en matematisk
teori for en sats, t.ex. Pythagoras sats.

Nedan visar vi tre pastdenden och bevis for dessa.

Exempel 1  Pdstdende:
Talet 51 ar delbart med 3.

Bevis:

Vi anvédnder definitionen for begreppet delbarhet.

51 ar delbart med 3 om det finns ett heltal k sddant att 51 = k - 3.
51=17-3

V.S.B.

Exempel 2  Pdstdende:
Om x = 2 sd ar x* < x* + 5x

Bevis:

x* < x* + 5x och x = 2 ger
VL=2'=16
HL=2°+5-2=8+10=18
VL < HL

V.S.B.

Exempel 3  Pdstdende:
Det finns positiva heltal a och b sdana att 2ab =a”

Bevis:
Det ridcker som bevis att hitta ett enda exempel.
Vi viljer a = 6 vilket insatt i ekvationen 2ab = a* ger

2:6-b=36
b=3
T.ex. a = 6 och b = 3 ir positiva heltal sddana att 2ab = a*
V.S.B.
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4501 Bevisa foljande pastaende:
Om basen i en rektangel 6kar med 10 % och héjden minskar med 10 %,
sd minskar arean.
Bevis:
Anta att den ursprungliga rektangeln har basen b och hoéjden h.
Arean A, = bh
Efter &ndringarna har rektangeln basen 1,1b och héjden 0,9A.
Arean A, = 1,1b - 0,9h = 0,99bh vilket &r mindre 4n arean A, = bh.
V.S.B.
a
4502 Anta att alternativen A—C &r ett 4508 Avgor om foljande ar:
pastdende, en definition och ett bevis « ett sant pastiende
som hor ihop.

* ett falskt pastdende

A Ett heltal a 4r delbart med heltalen b

ochcoma=5b-c.

B 20=4-

C 20 ar delbart med 5.

* inget pastéende.
a) Alla jamna tal dr delbara med 2.

Vilket av alternativen ar

5
b)3+8
o) (1 + a)?> 0forallareellatala.
d)2-12=26

a) pastdendet B

b) definitionen

¢) beviset?

4509 Visa att om téljaren 6kar med 20 % och
namnaren minskar med 20 %, s 6kar

Bevisa foljande pastdenden. kvoten med 50 %.

4503 Talet 42 ar

4504 Ekvationen 5x—1 = 3x + 7 harroten x = 4.

4505 Omsidani
arean fyra

4506 Det finns heltal a, b och ¢ sddana att
a@+b=c

4507 a) (a + b)®

b) (@ + b)(@a-b) = a*-b*

delbart med 14. o . .
elbart med 14 Defmltlon: Ett kvadrattal ar ett tal som ar

kvadraten pa ett heltal.

Bevisa att det finns tvasiffriga heltal, x,
en kvadrat férdubblas, s& blir sadana att 4x + 12 &r ett kvadrattal.

génger s stor.

=a*+ 2ab + b*
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Direkta bevis

Vi har i kurs 1-4 bevisat ett stort antal matematiska satser,
t.ex. Pythagoras sats, yttervinkelsatsen, topptriangelsatsen,
additionsformeln for sinus och satser om delbarhet och faktorisering.

direkt bevis  Den vanligaste formen av bevis kallas ett direkt bevis. Dar utgér man
frén ett antagande och via ett logiskt resonemang, i ett eller flera steg,
kommer man fram till en slutsats.

For att visa att ett antagande eller ett pastdende ar falskt réacker det
motexempel  att man hittar ett motexempel, alltsd ett exempel d& det inte stimmer.

Ett pastdende kan innehalla de logiska symbolerna = och <.

implikationspil Den enkelriktade pilen = &r en implikationspil.
P = Qutlédses ”P medfor Q” eller "Om P géller, sé géller Q”.

ekvivalenspil  Den dubbelriktade pilen < &r en ekvivalenspil.
P < Qutlases ”P ar ekvivalent med Q” eller ”P om och endast om Q”.
En ekvivalens innebér att P medfér Q och Q medfor P.

Exempel 1  Arpastdendet x =3 < x*—3x =0 sant?
Om x = 3, sd géller att x* - 3x = 0.
Omvindningen géller inte eftersom ekvationen x> - 3x = 0
har tva rotter, x = 3 ochx = 0.
Pastdendet ar alltsd inte sant.

Foljande géller:

x =3 = x*-3x = 0 (implikation)

x=0,x=3 < x*-3x =0 (ekvivalens)
Exempel 2 Vi bevisar foljande pastdende:

"Kvadraten pa ett jamnt tal ar delbar med 4.”

Bevis:

Ett jimnt tal kan skrivas x = 2n dér n ar ett heltal.
Kvadraten pa talet: (2n)* = 4n>

4n? ir delbart med 4 eftersom det innehaller faktorn 4.

V.S.B.

Exempel 3  Vivisar med ett direkt bevis att om a < b < ¢ dr tre pd varandra
foljande heltal, s& dr ac = b>-1

Bevis:
Vikanskrivaa=b-1ochc=b+1
ac=b-DOB+1 =0b*-1

V.S.B.
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4511

4512

Foljande pastdenden &r ekvivalenser eller implikationer.
Placera ratt pil, < eller =, i rutan.

a) x=4 0 x*=16

b) 2x+3=9 [0 x=3

a) x=4 = x*=16
Motivering:
X = 4 medfor att x> = 16 men omvindningen géller inte
eftersom x* = 16 medfor att x = 4 och x = —4.
b) 2x+3=9 < x=3
Motivering:
2x + 3 = 9 medfor att x = 3 och
x = 3 medfor att 2x + 3 = 9.

Pastdende: Produkten av ett jamnt och ett udda tal &r ett jimnt tal.
a) Bevisa pastaendet med ett direkt bevis.
b) Gailler omvéndning till pastdendet?

a) Bevis:
Ett jamnt tal kan skrivas 2m, dar m &r ett heltal.
Ett udda tal kan skrivas 2n + 1, dir n ar ett heltal.
Produkten 2m - (2n + 1) &r ett jamnt tal eftersom den innehéller faktorn 2.
V.S.B.

b) Omvéndningen till pastdendet ar:
Om produkten av tva tal 4r jamn, sé &r en faktor jamn och en udda.

For att visa att detta inte géller riacker det att hitta ett motexempel,
tex.8=2-4.

Nej, omvéandningen till pastdendet géller inte. Vi har inte en ekvivalens.

4513 Foljande pastdenden ar ekvivalenser eller 4514 P:3x+7=x+1
implikationer. Placera rétt pil, < eller =, Q:x=-3

irutan.

a) Bevisaatt P = Q

Motivera ditt svar.

a)x>0

b) ndrudda [0 n = 2k + 1, k 4r heltal

b) Bevisa att Q = P

2
O x>0 ¢) Géller ekvivalensen P < Q?

oy=x+2 0L y =1

d)Ilgx=2

] x=100
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4515

4516

4517

4518

Bevisa att

a) summan av ett udda tal och ett jamnt tal
irudda

b) produkten av tvé udda heltal 4r udda.

Avgor om péstdendet r sant och bevisa
ditt svar.

Tre pa varandra foljande heltal har en
summa som ar delbar med

a)3 b) 6.

Sant eller falskt?

Om P = Q och Q = R sd innebaér det att
P = R.

Visaattsin(A+ B) =1
C

4519

Triangeltalen ér 1, 3, 6, 10, 15, ...

1 3 6 10

Kvadrattalen &r 1, 4, 9, 16, 25, ...

1 4 9 16

a) Skriv ett uttryck for det n:te
triangeltalet och ett for det n:te
kvadrattalet.

b) Undersok summan av tva pa varandra
foljande triangeltal. Formulera en
slutsats.

¢) Bevisa din slutsats.

4.5 BEVIS OCH BEVISMETODER
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4520

4521

4522

Lili pastr att n® + 7n + 12 dr ett jaimnt tal
for alla heltal n.

Bevisa att hon har ritt eller visa med ett
motexempel att hon har fel.

Pythagoras sats lyder:

”Om en triangel ar ratvinklig, s ar
summan av kateternas kvadrater lika med
hypotenusans kvadrat.”

Lat A vara den rata vinkeln och bevisa
med hjilp av cosinussatsen

a’*=b*+ c*-2bccos A
a) Pythagoras sats
b) omvéandningen till Pythagoras sats.

Bevisa att tvd pd varandra f6ljande jamna
tal har en produkt som &r delbar med 8.

4523

4524

*Ingér i kursen t.o.m. 2021-06-30.

Nedan foljer ett "bevis” for att 4 = 3.
Kan du hitta felet?

Antaatt a +b =c.

Detta ger:

4a-3a+ 4b-3b =4c-3c
4a + 4b-4c=3a+ 3b-3c
4a@+b-c)=3@+b-0

4=3

Bevisa att n°—n ar delbart med 3
for alla positiva heltal n.
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motsagelse-
bevis

Exempel 1

indirekt bevis

Exempel 2

260

04_Kurs 4_Kap 4_200713.indd 260

Motsdgelsebevis och indirekta bevis

Ibland kan ett direkt bevis vara svart att genomfora. Darfor kan vi ocksa
behova andra bevismetoder, t.ex. motsédgelsebevis och indirekta bevis.

Nér vi med ett motsdgelsebevis ska bevisa att ett pastdende ar sant
sé antar vi i stdllet att pastdendet &r falskt. Sedan visar vi att detta
leder till en motsagelse.

Ett primtal ar ett naturligt tal storre 4n 1 som bara ar delbart med 1

och sig sjilv. De tio forsta primtalen ar 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 och 29.
For 6ver 2000 ar sedan bevisade den grekiske matematikern Euklides,
med ett motsédgelsebevis, att antalet primtal 4r odndligt manga.

Pastdende:

Antal primtal 4r odndligt ménga.

Bevis:

Anta att pastdendet &r falskt. Detta innebér att
antalet primtal inte dr odndligt, utan dndligt
manga: p,, p,, ... P,

Bildatalet N=p -p,-... ‘p,+1

Om N divideras med p,, p, ... p, dr resten alltid 1. ‘. 9\ 3y THE ELEMENTS 4

Detta innebér att N inte dr delbart med nagot av : Sl
. A& EVCLIDE
primtalenp,,p,, ... p,. . St e
. o ° . . ) G ity ram frt Joane
Antingen maste da N vara ytterligare ett primtal 8 SN[ st 2 |
|2 Whereunto are annexed certaime H

ions and Lnwens

eller s finns det primtal som &r delare i N och som {14 o
inte dr bland p,, p,, ... p,

Detta motséger antagande att p, p,, ... p, ar alla
primtal.

Antagandet méste vara falskt, vilket innebér att
pastiendet ar sant.

Antal primtal 4r odndligt ménga.

V.S.B.

Naér vi ska bevisa pastdendet P = Q med ett indirekt bevis,

sa visar vii stéllet att motsatsen till Q medfér motsatsen till P.
Om vi kallar motsatsen till ett pastdende P som (inte P),

s& kan man med grundlaggande logiska regler visa att

P= Q < (inteQ) = (inteP)

P:2x=6

Q:x=3

Vi ser att pastdendet P = Q &r sant.

(inteQ):x# 3

(inteP): 2x # 6

Vi ser att (inte Q) = (inte P) ar sant.

Om (inte Q) = (inte P) dr sant, sd 4r P = Q sant.

Den forsta implikationen kan ibland vara enklare att visa.
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s

Sammanfattning

-

Direkt bevis:
Bevisa direkt att antagandet P ger slutsatsen Q, d.v.s. P = Q.

Motségelsebevis:
Bevisa att P ar sant genom att forst anta att P ar falskt.
Visa att detta leder till en motsagelse.

Indirekt bevis:
Bevisa P = Q genom att i stéllet visa (inte Q) = (inte P).

4525

4526

a, b och c ar tre reella tal sddana att abc = -10.
Pastaende: Minst ett av talen méste vara negativt.
Visa med ett motsédgelsebevis att pastdendet 4r sant.

Bevis:
Vi antar att pastdendet ar falskt, vilket innebér att inget av talen
ar negativt, d.v.s. alla talen ar positiva.

Detta ger att abc > 0 vilket motsager att abc = -10.
Vart antagande att pastaendet ar falskt, leder till en motséagelse.

Detta innebér att pastdendet &r sant.
Minst ett av talen maste vara negativt.

V.S.B.

Bevisa med ett indirekt bevis pastdendet:
”Om n” 4r ett jimnt tal, sd 4r n ett jimnt tal.”

P: n? dr ett jaimnt tal

Q: n arett jamnt tal

Vibevisar P = Q genom att visa (inte Q) = (inte P)

d.v.s.n drudda = n?*éirudda

Bevis:

nudda ger: n =2n + 1 (n heltal)
n“=0Cn+1D*=4n*+4n+1=22n*+2n) +1=2m+ 1 (mheltal)
n? ir alltsd ett udda tal

nudda = n?ir udda

Detta ger: n* ir jamnt = n r jimnt

V.S.B.
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4527

4528

4529

262

Vad dr motsatsen, (inte P), till
a) P:narjamnt

bP.x+y=>4

¢ Px=2

d) P: minst ett barn &r en flicka
e) P: alla kor kan flyga?

Antagande P: 0,5x+2<6
Slutsats Q: x<8

a) Formulera med matematiska symboler
(inte Q) = (inte P).

b) Bevisa indirekt P = Q genom att visa
(inte Q) = (inte P).

P: Det ar sommar.
Q: Vi spelar fotboll.

Formulera med ord:
a) P=Q
b) (inte Q) = (inte P)
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4530

4531

4532

4533

4534

4535

Visa med ett indirekt bevis att om x ar
ett heltal, sa kan inte uttrycket 2x -5
ha vérdet 6.

Bevisa med ett direkt bevis att
a) (@-b)*=a*-2ab + b?
b) (@-b)® = a®-3a*b + 3ab*-b°

Bevisa att foljande péstdende ar falskt:

Om n ir ett udda tal, sa ger uttrycket
4n -1 ett primtal.

Bevisa att foljande péstdende ar sant:

"Det finns tredjegradsekvationer som har
tre negativa heltalsrotter.”

Bevisa med ett indirekt bevis att om
3n + 2 drudda sé dr n udda.

Forklara vad som menas med ett
motségelsebevis.

KOMPLEXA TAL
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4536 Beskriv skillnaden mellan ett direkt och ett

indirekt bevis.

4537 Pastdende:

4538

4539

4540

4541

4542

”Om produkten av tva positiva reella tal dr
storre 4n 100 medfor det att minst en av
faktorerna ar storre dn 10.”

a) Formulera med ord:
(inte Q) = (inte P)

b) Formulera med matematiska symboler:
(inte Q) och (inte P).

¢) Bevisa med ett indirekt bevis att P = Q.

Bevisa med ett indirekt bevis att om
a) ab < 0 sa dra eller b negativ
b) x> =x sd dr x > 0.

Bevisa att om

a) 7a + 1 ar ett jamnt tal, sd r a ett
udda tal

b) a®—2a + 7 4r ett jimnt tal, sd ir a
ett udda tal.

Pythagoras sats lyder:

”Om en triangel dr ratvinklig sa ar
summan av kateternas kvadrater lika med
hypotenusans kvadrat.”

C

A c B

L&t A vara den rata vinkeln och anvind
cosinussatsen

a*=b"+ *-2bccos A

for att bevisa Pythagoras sats med ett
indirekt bevis.

Bevisa med hjélp av additionssatsen for
sinus att sin 2v = 2sinv cosv.

Bevisa att om ekvationen x*—2x +a =0
har komplexa rotter, sa dr a > 1.

4.5 BEVIS OCH BEVISMETODER
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4543

Visa med indirekt bevis att om x dr 16sning
till ekvationen

X+3+7x+2=0 sdirx<0.

4544

4545

4546

4547

*Ingdrikursen t.o.m. 2021-06-30.

Talet 87 har siffersumman 15
eftersom 8 + 7 = 15.

Bade 87 och 15 ar delbart med 3 eftersom
15=3-50ch 87 =3-29.
Pastdende:

Ett heltal 4r delbart med 3 om dess
siffersumma ar delbar med 3.

Bevisa att pastdendet ar sant for tvasiffriga
heltal.

V2 ir ett irrationellt tal, d.v.s. kan inte

skrivas som ett rationellt tal &
(a, b heltal, b # 0).

Beviset av detta ar ett klassiskt
motsagelsebevis:

Anta att V2 = % dar a och b ar heltal

och % ar forkortat sa langt det gar.
2
Kvadrering av uttrycket ger: 2 = Z—Z

vilket ger 2b*> = a*d.v.s. a®och a &r
delbara med 2.

Sitter vi a = 2k ger det 2b* = 4k* vilket
kan skrivas b* = 2k?, d.v.s. 4ven b méste
vara delbart med 2.

Vi far en motséigelse mot vart antagande,
J2 maste vara irrationellt.

a) Forklara varfor bade a® och a ar delbart
med 2 om 2b* = a* (a, b heltal).

b) Varfor far vi en motséigelse?
a och b ir heltal. Bevisa att a*—4b # 2.
Bevisa att om den ena faktorn ékar med

lika ménga procent som den andra faktorn
minskar, s& minskar produkten.
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Historik
Fran Thales till Godel

Grekerna inforde beviset i matematiken

Thales frdn Miletos (ca 600 f.v.t.) ar en av de forsta
matematikerna i historien som vi vet namnet

pa. Han inte bara noterade matematiska fakta,
som att basvinklarna i en likbent triangel ar lika
stora, han bevisade det ocksa. Thales metoder
utvecklades av Euklides pa 300-talet f.v.t.

Euklides beromda bok, Elementa, sammanfattade
sin tids matematiska vetande. Med négra sjalvklara
grundsatser (axiom) som utgéngspunkt, ger
Euklides bevis for ett stort antal satser, bl.a.
Pythagoras sats och att antalet primtal &r
oandligt.

Euklides axiom géllande parallella linjer har
genom historien varit omdiskuterat och vackt
nyfikenhet. Genom att byta ut parallellaxiomet
skapade man pa 1800-talet nya geometriska
system med andra regler. Ett av dessa visade
sig lite ovéntat bilda ramen for Einsteins
relativitetsteori i borjan av 1900-talet.

Logikens granser

Euklides metod, med nagra fa axiom och en
handfull logiska regler som alla satser kan
hérledas fran, ar tilltalande enkel. Metoden har
iartusenden varit en modell for matematiker
inom olika omréaden.

RELEVANS

Kurt Godel (1906-1978) var en av 1900-talets
stora matematiker.

Kan all matematik hérledas frén en samling
axiom?

Det kom som en chock nér den 25-arige
osterrikiske matematikern Kurt Godel 1931
visade att svaret dr nej. Han visade att varje
axiomsystem &r ofullstdndigt, d.v.s. innehaller
pastaenden vars sanningshalt inte gar att avgora
inom systemet. For det kravs en méansklig hjarna
som kan ga utanfor systemet och vélja nya
utgdngspunkter.

1 Omviéndrar pa forutsittningarna sa forandras
ocksa satserna. Gor féljande tankeexperiment:

G4 fran en punkt pa ekvatorn rakt norrut till
nordpolen. P& nordpolen vrider du dig 90°
och gar rakt ner till ekvatorn och sedan rakt
tillbaka till den punkt dir du startade.

a) Vilken figur beskriver din vandring?

b) Vilken vinkelsumma har din figur?
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Sant eller Falskt?

Avgor om pastdendena dr sanna eller falska. Syftet ar att utveckla formégan
att fora ett matematiskt resonemang. Motivera darfor svaren med berdkningar

och forklaringar.
Arbeta gdrna i par eller grupp.

RESONEMPNG

1 Det géller att i° = i.
2 Allareella tal dr ocksd komplexa tal.

3 Det komplexa talet -3 — 21 ligger i fjarde
kvadranten i det komplexa talplanet.

4 1-2i ar konjugatet till -1 + 2i.

5 Geometriskt kan z och z tolkas som en
spegling i reella axeln.

6 Absolutbeloppet till z = 3 —i 4r lika med Jho.

7 De komplexa tal som beskrivs av
|z + 3i| = 2 kan, i ett komplext talplan,
ritas som en cirkel med radien 2 l.e. och
medelpunkten (0, 3i).

8 Vid multiplikation av komplexa tal i polar
form multiplicerar man argumenten.

KOMPLEXA TAL
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9

10

11

12

13

14

J3 +ioch2|cosE+isin™ | drtva olika
6 6

representationer av samma komplexa tal.
T 1 N s o 1

e3 och 5 1+ \/gl) ar tva olika

representationer av samma komplexa tal.

Om den ena roten till en given andra-

gradsekvation dr z, = 2 —1i, sd ar

den andra roten z, = -2 +1i.

En andragradsekvation kan ha en reell rot
och en icke-reell rot.

Ett sjundegradspolynom dividerat med
ett andragradspolynom ar alltid ett

femtegradspolynom.

x" + 1 ar alltid delbart med x + 1.
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